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EPIST. DEDICAT. m
Jimi rerum in hif abjlru/ijjimarum inter-

pretu locumJit conjequutus, Qiiem quin

egregie tueatuVy immo tollat fe altiiis quo-

que opere iflhoc ^ nemo dubitabity certior

hifee factus, indulJilJeTcmibiy ut tllu-

Jlri/Jimo nomini Tuo dicatum publice

prodiret, Perttnere autem hoc in me coL

latum beneficium ad AuStom decwpro^

be intelligens
y
Ipp^ ut eo uterer ^ lubens

concejfit ; cum in rem meam faciat

omnimodd ,
qui neglexijfem ?

Ab his equidem^ quibus Libros inferi-

bunt
y
jibi nefcio quid ided deberi, pleri^

que tacite conjlituunt; acceptaque bene-

Jicia quodammodo remunerari ^ ut feje

fere nexu liberent omni. Ego verdfecus

fentio. Mihi certe merum e/l benefciun

patroni
y
quodfcriptoris aut excuforis

* 2 opera



IV EPISTOLA
opera idgenus honore condecorari patian-

tur. Hac mente utique Tibi ^ V i R I l-

LUSTRISSIME;, animi gratijfi fiifu fi-

mceque ohfervanti<£profejfionem hifcepu-^

blicam excipias
^

rogo.

Paratum promlumqiiefemperjuvan-

dM litterarum ftudiis qui Te nomt , fe?

notus velhoc nomine es cuicumque in Re^

publica dodtorum Europce totius nan hof-

piti^ plurimis ojficiu meie etiam conditio-

ns homines a Te affe^os fuijje flatuat

necejje ejl, Nempe , tanquam Tibi unt

ejjet injundtumcurare^ utfloreant huma-

num ingenium illujjrantes fcientia onines^

hominumque in ujus adinventce artes
j

adJingulis injervientium artifices etiam

Te demittere dignaris^ vel ab ilia Jubli-

mium reru n perjcrutatione ^ Ccelive ip-

Jim



DEDICATORIA. v

fins Tibi tam nota regione^ ut qucehuc--

ufque mentes hominum metu coniplebant

Phcenomena minus intelleCla , per Te
jam grato tantiim admiratiom fenfu

contempkntur
^ earumquecaufas babeant

perjpe6tas.

Hinc ilk velutiex conditio Academia-

rum Orbis eruditi concurfus, ut adkStum

Te ccctuijuo conjequerentur ^ ornament

o

alias carituro injigni
^
quo CcVteras noU

lent prafe frui, Hinc inprimis lllujlrif"

Jinice Varijienjis de Te judicium , cum

ageretur deJi^ccejjorefujfficiendo in locum

emeriti Fontcnellii, Viri, cujus ex ore

calamoquefluere Scientiarum Artiumque

omnium exquifitiores divitia
^
elegantice-

que univerpe perpetuo vifafunt , 8? vi-

debuntur dumfanifenfns quicquam hu-

* 3 mano



VI EPIST. DEDICAT.
mano ingcnio erit, T^x^ fcilicet ^ Com-

mentariorumAc^dcmU' conjcrihcndorum

provineia, cuiprcefe6tm ilk erat^ deman-

dahatur continuo; quaniy ut ornare diu^

tins voluijjes , doSti omney optahant : hoc

uno minus dolentes Tc aliter ccnfuijje ,

quod aliis Tibi magiyplaciturii^profu-

tumque nihilominus Utterly in iinivcrjum

eruditioniy ingeniive thefaiiros impende-

res. Quodut ad ultimas ufque metas ho-

minum vitce pojitas incolumis
^
florens ^

atque heatiisprajles y omni votorum con^

tentione precor. Vale!

Dabam Laufiinna die i. Aprilis

Ami iEr£ Dionyf. 1748.
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PRtEFATIO.
iT.peniimero animadverti , maxi-
mam difficiiltatum partem , quas

Matliefeos cultores in addifceiida

Analyfi infinitorum oiFeiidere fo-

lent, inde oriri , quod, Algebra
communi vix apprelicnfa , aiii-

mum ad illam fublimiorem artein

appellant ; quo fit , ut non folum
quafi in limine fubfiftant, fed etiam

perverfas ideas illius infiniti , cujus

notio in fubfidium vocatur , libi forment. (^anquam
autem Analyfis infinitorum non perfecflam Algebrje com-
munis , omniumque artificiorum adiiuc inventorum co-

gnitionem requirit ^ tamen plurimae extant quaelHoncs ,

quarum evolutio difcentium animos ad fublimiorem Icien-

tiam praeparare valet, qusd tamen in communibus Alge-

brse elemcntis , vcl omittuntur , vel non iatis accurate per-

tra(n:antur. Hanc ob rem non dubito , quin ea , quse in

his libris congeffi , hunc defe6lum abunde fupplere queant.

Non Iblum enim operam dedi , ut eas res , quas Analyfis

infini-
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infinitorum abfolute requirit, uberiiis atqiie diftincftius ex-

ponerem , quam vulgo fieri lolet •, led etiani fatis niultas

qiiccftiones eiiodavi , qiiibus Lecftdres fcnlim & quali prae-

ter expecflationem ideani infiniti fibi faniiliarem reddent.

Plures quoque qua^ftiones per praecepta communis Alge-

bras hie relolvi , quae vulgo in Analyfi infinitorum trac-

tantur : quo facilius deinceps utriufque Method! fummus
confenfus eluceat.

Divifi hoc Opus in duos Libros , in quorum priori ,

quae ad meram Analyfin pertinent , fum complexus : in

pofteriori vero , quae ex Geonietria funt fcitu necelTaria

,

exphcavij quoniam Analylis infinitorum ita quoque tradi

folet , ut fimul ejus applicatio ad Geometriam oftendatur.

In utroque autem prima Elementa prsetermili , eaque tan-

tum exponenda duxi , quae alibi , vel omnino non , vcl

minus commode tra^lata , vel ex diverfis principiis petita

reperiiintur.

In primo igitur Libro , cum univerfa Analyfis infini-

torum circa quantitates variabiles earumque Fundliones

verfetur , hoc argumentum de Fundlionibus inprimis

fufius expofui ; atque Fun(ftionum tam transformatio-

nem , quam refolutionem d<. evolutionem per feries in-

finitas demonftravi. Complures enumeravi FuncSlionum

fpecies, quarum in Analyn lublimiori praecipue ratio eft

habenda. Primum eas diftinxi in algebraicas Sc tranfcen-

dentes ; quarum ilia; per operationes in Algebra commu-
ni ufitatas ex quantitatibus variabilibus formantur , has

vero vel per alias rationes componuntur, vel ex iifdem

operationibus infinities repetitis efficiuntur. Algebraicarum
flmcftionum primaria fubdivilio fit in rationales & irratio-

nales , priores docui cum in partes limpliciores , turn in

facSlores refolvere ^ quae operatio in Calculo integral! ma-
ximum adjumentum affert ; pofteriores vero , quemadmo-
dum idoneis fubftitutionibus ad formam rationalem per-

due! queant oftendi. Evolutio autem per feries infinitas

ad utriuiiqiie genus ^eque pertinet , atque etiam ad Fun-
dHones
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itlones tranfcendeiites fumma cum utilitate applicari folet j

at quantopere do6lrina de feriebus infinitis Analyfin fubli-

miorem amplificaverit , nemo eft qui ignoret. Nonnulla

igitur adjunxi Capita , quibus plurium feriemm inflnita-

rum proprietates , atque fumnias fum fcrutatus ; quarum
qujedam ita funt comparatae , ut fine fubfidio Analyfis

infinitorum vix inveftigari poffe videantur. Hujuliuodi

feries funt , quarum fummae exprimuntur , vel per Loga-
rithmos vel Arcus circulares : quae quantitates cum lint

tranfcendentes , dum per quadraturam Hyperbolae & Cir-

cuit exliibentur , maximam partem demum in Analyfi in-

finitorum tradlari funt folitse. Poftquam autem a potef-

tatibus ad quantitates exponentiales elTem progrelTus , quae

nil aliud funt nil! poteftates , quarum exponentes funt va-

riabiles i ex earum converfione maxime naturalem ac foe-

cundam Logarithmorum idcam fum adeptus : unde non
folum ampliflimus eorum ufus fponte eft confecutus, fed

etiam ex ea cundlas feries infinitas , quibus vulgo iftae

quantitates reprxfentari folent , elicere licuit : liincque adeo
lacillimus fe prodidit modus Tabulas Logarithmorum con-

ftruendi. Simili modo in contemplatione Arcuum circu-

larium fum verfatus ; quod quantitatum genus , etfi a Lo-
garithmis maxime eft diverfum , tamen tam arcflo vincu-

lo eft connexum , ut dum alterum imaginarium fieri vi-

detur , in alterum tranfeat. Repetitis autem ex Geome-
tria quae de inventione Sinuum & Cofinuum Arcuum
multiploium ac fubmultiplorum traduntur , ex Sinu vel

Cofinu cujufque Arcus exprelli Sinum Cofinumque Arcus
minimi & quafi evanefcentis , quo ipfo ad feries inflniias

fum dedudlus : unde , cum Arcus evanefcens Sinui fuo fit

sequalis , Cofinus vero radio , quemvis Arcum cum fuo
Sinu & Cofinu ope ferierum iiifinitarmn comparavi. Tum
vero tam *varias expreffiones cum finitas tuin infinitas pro
hujus generis quantitatibus obtinui , ut ad earum naturam
perlpiciendam Calculo infiiiitefimali prorfus non amplius

* * effet
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efTet opu9. Atque quemadiiiodum Logarithmi peculiarem

AlgorithiTium reqUiraiit , cujiis in uiiiverfa Analyli Imn-
vnas exeat ullis, ita quantitates circulares ad certain qiio

que Algorithmi normam percUixi ; ut in calculo seqiie

commode ac Loi^aritlimi & iplse quaiititates algebraicje

tradtari pbfTent. Quantum autem nine utilitatis ad refo-

liitionem difficillimarum quaeftionum redundet , cum non-

nulla Capita liujus Libri iuculenter declarant , tum ex

Analjfi infinitorum plurima fpecimina proierri poflent ,

nifi jam fatis efTcnt coj^nita , & indies magis multiplica-

rentur. Maximum autem ha;c inveftigatio attulit adju-

mentum ad Funcfliones fradlas in iacftores reales refolva-n-

das', quod argumcntum, cum in Calculo iutcgrali fit pror-

fus necefTarium, diligentius enucleavi. Scries poftmodum
infinitas , quai ex hujulmodi FuncTiionum evolutione nai-

cuntur , 6c quae recurrentium nomine innotuerunt , exa-

mini fubjeci ubi earum tam fummas quani terminos ge-

nerales, aliasque iniignes proprietates exhibui : & quoniam
ad hrec relolutio in ladtorcs manuduxit , ita viciflim, quem-
admodum produdla ex pluribus , imo etiam infinitis , fac-

toribus conflata per multiplicationem in feries explicentur,

perpendi. Quod negotium non folum ad cognitionem in-

numerabilium lerierum viam aperuit , fed quia hoc modo
feries in produdla ex infinitis fadloribus conftantia refol-

vere licebat , fatis commodas inveni exprefTiones numeri-

cas , quarum ope Logarithmi Sinuum , Colinuum , 6c

Tangentium facillime fupputari pofTunt. Prjeterea quoque
ex eodem fonte folutiones plurium quaeftionum , quae circa

partitionem numerorum proponi polTunt , deriv^avi ; cujuf-

modi quaeftiones fine hoc fubfidio vires Analyfeos fupera-

re videantur. Haec tanta materiarum diverhtas in plura

volumma facile excrefcere potuifTet ; fed omnia , quantum
fieri potuit , tam fuccindlc propofui , ut ubique fluidamen-

tum clarifli ne quidem explicaretur , uberior vero ampli-

ficatio induftriae Ledtjram relinqucretur ; quo habeant ,

quibus
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quibus vires flias exerceant , finefque Analyfeos ulterius

promoveant. Neque enim vereor profiteri , iii hoc Libro

non folum multa plane nova contineri ; fed etiam fontes

efle deted^os , uiKie pluriraa infignia iiiventa adliuc hauriri

queant.

Eodem inftituto fum ufus in altero Libro , ubi , quae vul-

go ad Geometriam fublimiorem referri folent , pertra6lavi.

Antequain autem de Sedlionibus Conicis, quae alias fere

folcC hunc locum occupant , agerem *, Theoriam Linearum
Curvarum in ^enere ita propofui , ut ad fcrutationem na-

turae quarumvis Linearum Curvarum cum utilitate adhi-

beri pofTet. Ad hoc nullum aliud fubfidium affero , prae-

ter aequationem , qua cujufque Lineae Curvae natura expri-

mitur ; ex eaque cum figuram , tum primarias proprieta-

tes deducere doceo : id quod potiffimum in Se61:ionibus

Conicis prseftitilTe mihi fum vifus ; quae antehac vel fecun-

dum folam Geometriam vel per Analyfin quidem , fed

nimis imperfedle ac minus naturaliter , tradlari funt folitae.

Ex sequatione fcilicet generali pro Lineis fecundi ordinis

primum earum proprietates generales explicavi j tum eas

in genera feu fpecies fubdivili ; refpicienoo utrum habeant
ramos in infinitum excurrentes , an vero tota Curva finito

fpatio includatur. Priori autem cafu infuper dilpiciei^um
erat , quot fint rami in infinitum excurrentes , & cujus na-

turae fmt finguli ; an habeant Lineas re6las afymtotas , an
minus. Sicque obtinui tres confuetas Sedtionum Conica-
rum fpecies \ quarum prima eft Elliphs , tota in Ipatio fi-

nito contenta ; fecunda autem Hyperbola , quae quatuor
habet ramos infinitos ad duas redlas afymptotas conver-
gentes •, tertia vero fpecies urodiit Parabola duos habens
ramos infinitos afymtotis deftitutos. Simili porro ratione

Lineas tertii ordinis fum perfecutus , quas , poft expofitas

earum proprietates generates, divili in fedecim genera;
ad eac^ue omnes feptuaginta duas fpecies Newtoni re-

vocavi. Ipfam vero methodum ita clare defcrijfi , ut prp
* * 2 quovis
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quovis Linearum ordine feqiiente divifio in genera facllJi-

me inftitui queat? cujus negotii periculuni qaoqiic leci m
Lijieis qLiarti ordinis. His deinde , quas ad ordines Linea-

rum pertinent, expediris, reverliis fiim ad generales omnium
Lineamni affecHiiones eruendas. Explicavi itaque metho-

dum definiendi tangentes curvarum , earum normales ,

atque etiam ipfam curvaturam , quce per radium ofciili

jelfiniari folet : qua^ ctli nunc quidem plerunique Caiculo

difFcrentiali abfolvuntur, tamen idem per folam commu-
nem Algebram hie praeftiti , ut deinceps tranlitiis ab Ana-

lyfi finitorum .ad ATialylin infinitorum eo facilior reddatur.

Perpendi etiam curvarum pim6la flexiis contrarii , cui-

pides , puncta duplicia , ac multiplicia ; modumque ex-

polui haec omnia ex a^quationibus line ulla difficultate de-

finiendi. Interim tamen non nego, has qua;ftiones nnilto

facilius Calculi differentialis ope enodari pofi'c. Attigi

quoque controverliam de culpide fecundi orainis , ubi am-
bo arciis in cuipidem coeuntes curvaturam in eandem par-

tem vertunt eanique ita compofuiiTe mihi videor , ut

nullum dubium ampliiis fupereffe poiiit. Denique adjun-

xi aliquot Capita , in quibus Lineas Curvas , quai datis

proprietatibus gaudeant, invenire docui; pluraque tandem
Problemata circa fingulares Circuli fecliones loluta dedi.

Qiiaj cum lint ea ex Geometria , quce ad Analyfm infini-

torum addilcendam maximum adminiculum afFerre viden-

tur , Appendicis loco ex Stereometna Theoriam Iblidorum

eorumque fuperficierum per Calculum propolui , & quem-
admodum cu-juique luperficiei natura per sequationem in-

ter tres variabiles exponi queat , oftendi. Hinc, luperfi-

ciebus inftar linearum in ordines digeltis, iecundum di-

nienlionuni quas variabiles in sequatione conrtituunt nu-

merum , in primo ordine folam luperficiem planam con-
tineri oftendi. Superficies vero lecundi ordinis , ratione

habita partiunn in infinitum expanlarum , in lex genera
di.vifi i liiiiilique modo pro ceteris ordinibus divilio inftitui

poterit.
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poterit. Contemplatus fum quoqiie interfedliones dua-

rum fupt-rficierum quae cum pleruinque lint curvae noii

in eodem piano fitse , quemadmodum aequationibus com-
prehendi queant , monltravi. Tandem etiam pofitionem

planorum tangentium , atque redlamm , quae ad fuperfi-

cies iint normales, determinavi.

De cetero , cum non paucae res hie occurrant ab aliis

jam tradlatae, veniam rogare me oportet, quod non ubi-

que honorificam mentionem eorum , qui ante me in eodem
genere elaborarunt, fccerim. Cum enim mihi propofitum
eflfet omnia quam breviflime pertradliare , Hiftoria cujul^

que Problematis magnitudinem operis non mediocriter

auxiffet. Interim tamen pleraeque quaeftiones , quae alibi

quoque folutae reperiuntur, hie folutiones ex aliis princi-

piis limt nadlae ; ita ut non exiguam partem mihi vindicare

pofTem. Spero autem cum ifta , tum ea potiliimum , quae

prorfus nova hie proftruntur , plerifque , qui hoc ftudio

deie(Slautur , non iiigrata efle futura.

INDEX
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INTRODUCTIO
I N

ANALYSIN INFINITORUM-
LIBER PRIMUS,

Cont'mens

Explicationem dc Fuhdionibus quantitatum va-

riabilium ; earum refolutione in Fa^torcs, at-

que cvolutione per Scries infinitas : una cum
doctrina de Logarithmis, Arcubus circularibus,

eorumque Sinubus &: Tangentibus; pluribuC

que aliis rebus, quibus Analyfis infinitorum non
mediocriter adjuvatur.

Euleri ImroduSi. in Anal, tnfin. A





LIBER PRIMUS.
CAPUT PRIMUM.

De Functionibus in genere.

Vamitas conjlans ejl quantitas de-

terminata , perpetuo eumdem valo-

rem fervans.

Ejufmodi qiiantitates funt nu-

meri ciijufvis generis
,
quippe qui

cunidcni , qucm femel obtinue-

runt J valorem conftanter confer-

vant : atque fi hujufmodi quanti-

tates conftanres per charad^eres

indicare convenit, adhibentur lit-

tcrae Alphabethi initialcs a^b^ ^q. In Analyfi quidem com-
miini 5 ubi tantum quantitatcs detcrininata; confiderantur , \\x.

littera; Alphabethi priores quantitates cogniras denotare folent,

poftcriores vero quantitates incognitas j at in Analyfi rublimiori

hoc difcrimen non tantopere fpcdatur, cum hie ad illud quan-
titatum difcrimen przecipue refpiclatur , quo aliae conftantcs,

alix vero variabiles ftatuuntur.

A 2 2. Quan-



4 D E FUNCTIONIBUS
L I B. 1. 2 . QHantiiits variahilU ejl quantity indetfrminata feu univerfd-
'

" /// , qu£ oniiies omnino valores determinatos in Ji compleclitur.

Cum ergo omnes valorcs detcrminati numcris exprimi qucanr,

quantitas variabilis omncs numcros cujufvis generis involvit.

QLicmadmodiim fcilicct cx idcis individuorum formantur idci?

fpecierum &: gcneriim i ita quantitas variabilis cit genus , Tub

quo omncs quantitates dctcrminatae conrinentur. Hiijufmodi

autcm quantitates variabiles per litteras Alphabethi poftrcmas

y , &c. rcprarfentari folcnr.

3. Quantitas variabilis detcrminatur , dum ci valor quicunque

determinattis trihuitur.

Quantitas ergo variabilis innumerabilibus modis dcrerminarl

potcft, cum omncs omnino numeros ejus loco fubftituere liccat.

Neque fignificatus quantitatis variabilis cxhauritur , nifi omnes
valores dcterminati ejus loco fuerint fubftituti. Quantitas ergo

variabilis in fc compleditur omnes prorfus numcros, tam affir-

mativos quam ncgativos , tam intcgros quam frados , tam ra-

tionales quam irrationales & tranfcendentcs. Qiiinctiam cyphra

& numeri imaginarii a fignificatu quantitatis variabilis non ex-

cluduntur.

4. Funclio quantitatis variabilis ,
ejl exprejfw analytica quomo'

docnnque compofita ex ilia quantitate variabili , ^ numerisfeu quan^

titatibut c$njlantibu^,

Omnis ergo expreflio analytica , in qua prctter quantitatem

variabilem z. omnes quantitates illam cxpreflionem componentes
funt conftanres , crit Fundtio ipfius z Sic a-\-iz, ; az.— 4^c;

az-\-b\/(^aa— zz^; ; &c. funt Fundioncs ipfius 2^.

5. FunHio ergo quantitatis variabilis tpfa erit quantit04 variabilis.

OuTi cnim loco quantitatis variabilis omncs valores determi-

natos fubftituere liccat, hinc Fundio innumcrabilcs valores de-

terminatos induct J neque ullus valor determinatus excipietur,

qucm Fundio inducre nequcat , cum quantitas variabilis quoquc
valores imaginarios involvnt. Sic etli hiiec Fundio \J (p— zz),

numcris rcalibus loco z fubftirucndis
,
nunquam valorem terna-

rio majorem recipcrc potcft ; tamcn ipfi z valorcs imaginarios

tribucndo
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tribuendo ut $\f— i , nullus afllgnari poterit valor dctcrminatus C

quin ex formula — zz) elici qucat. Occurrunt aurcm non-

nunquam Fundiones tantum apparentcs, quae , utcunque quan-

titas variabilis variefur, tamen ufque cumdcm valorem retinent,

m z," i ; quze, ctfi fpeciemFundionis mcntiuntur,
a z

tamen revera Tunt quantitatcs conftantes.

6. TrAcipuum Fun^tonum difcrimen in medo compofitionis , quo

ex quantitate variabili (jr quantitatibm conjlamibus formantur , fo-

Jitum efl,

Pendetergo ab Operationibus quibus quantitates inter fc com-
poni & permifceri pofTunt : quse Operationes funt Additio &
Subtradio ; Multiplicatio & Divilio : Evedio ad Porcftntes &:

Radicum Extradio j quo etiam Refolutio ^quationum cfl: refe-

renda. Procter has Operationes , quae algebraical vocari folcnt

,

dantur complures alise tranfccndentes , ut Exponcntiales, Loga-
rithmic^E

, atque innumerabiles aliar , quas Calculus intcgralis

fuppeditat.

Interim fpecies quspdajn Fundionum notarl poffunt ; ut mul-

tipla 2z ; 3^; -z \ az; &c. & Poteftates ipfius z^ ut 2.*
j

a* i z^y z &c. qu^jUti ex unica operatione funt defum-

t^, ita exprelTioncs qua? ex operationibus quibufcunque nafcun-

tur, Fundtionum nomine inHgniuntur.

7. Yunciiones dividmtur in Algebraicas Tranfcendemes \ ilU

funt » qu£ componuntur per operationes algebraicas fola* , h<g, vera

in quibus operationes tranfcendtntes infunt.

Sunt ergo multipla; ac Poteftates ipfius z Fundiones algebrai-

cal; atque omnes omnino exprefliones, quje per operationes al-

gcbraicas ante memoratas formantur , cujufmodi eft

Qum-etiam ^undioncs algcbraicar
aaz ^bz °

faepcnumcro ncquidem cxplicite cxhiberi poffunt , cujufmodi

Fundio ipfius z Z, fi definlaturper hujufmodi n?quationem;

~azzZ^— bz'^ +cz^ Z— I. Quanquam enim hare

A 3 «quatio
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Lib. I. .Tquatio rcfolvi nequit ; tamen conflat Z aequari exprelTioni cui-

piam cx variablli z. & conOantibus compofitae ; ac pioptcrca fo-

re Z R7n£tioncm quamdam ipfins z. CdBrerum de Fun(n:ioni-

bus tranfccndcnribus notandum eft , eas demum tore tranfcen-

dentes , fi operatic tranfcendens non folum ingrediatiir , fed

etiam quantitatem variabilcm alficiat. Si enim operationes tranf-

ccndcntcs tantum ad quantitarcs conftantcs pcrtineant , Fundio

nihiiominus algcbraica eft cenfcnda : mi Ci c dcnotct circumfe-

rcntiam Circuli ,
cujus radius fit = i , crit utiquc c quantit.:

tranfcendens, verumtamen hx exprcfliones r-f-~i ; 4- &c.

erunt Fundioncs algebraicx ipfius z. Parvi quidcm eft momcnti

dubium quod a quibufdam movctur, utrum ejufmodi exprcffio-

nes z Fundionibus algcbraicis annumcrari jure pofTint , ncc-

nej quinetiam Potcftatcs ipfius z, quarum exponentes fint nu-

meri irrationales , uti z nonnulli malucrunt Fundiones inter-

fcendentes quam algcbrai'cas appellarc.

8 . Fun^iones algebraic^fubdividuntur in Rationales Irrationa-

les : illx /unt , ft quantit variahiUs in nulla trrationalitate invol-

vitur; /m vero y in quibtis figna radicalia quantitatem vartabtlent

ajjiciunt.

In Fundionibus ergo rationalibus alia: operationes pra^tcr Ad-
ditionem , Subtradionem

,
Multiplicationem , Divifionem , 6c

Evedioncm ad Poteftates, quarum exponentes fint numeri in-

tegri , non infunt ; erunt adeo a-{-zi a— z; az;
^'^

,

az^— hz^ dec. Funcftiones rationales ipfius 2. At hujuftnodi

exprefidoncs V^; a + Vi^^ — Z'z') ; ^(^a — 2z -\- zzy.

4: erunt Functiones irrationales infius z,

H£ commode dtjlmguntur in Explicttas dr Implicitas.

ExplicitiE funt, qua° per figna radicalia funt evolutje, cujiif-

modi exempla modo funt data. Implicit^ vero Fundiones irra-

tionales funt qua? ex refolntione arquationum ortum habent.

Sic Z crit Fun(5lio irrationalis implicita ipfius c , fi per hujnfTnodi

aequa-
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^quationem — az Z'- — h definiatur ; quoniam va- Cap. I.

lorcm explicitum pro 2, admiflis etiam lignis radicalibus, ex-

hibere non licet j propterea quod Algebra communis nondum
ad hunc perfcdionis gradum eft cveda.

5?. Fu»^io»es rationales denuo fubdividuntur in Integras & FraC'

tas.

In illis neque z ufquam habet exponentes negatives , neque

cxprefliones continent fradiones , in quarum denominarores

quantitas variabilis z ingrediatur ; unde intelligitur Fundtiones

fradas e(Te , in quibus denominatores z continentcs , vcl expo-

nentes negativi ipfius z occurrant. Fundtionum integrarum

hcTG ergo erit Formula generalis : a-\-bz-\-cz^-^dz^-\-e%''

•i- fz^ -i- &c. nulla enim Fundio ipfius z intcgra excogitari

poteft, quae non in hac cxprellione contineatur. Fundiones

autem fradl^ omnes, quia plures fradlioncs in unam cogi pof-

funt, continebuntur in hac Formula:

a + b z + c + d + e + fz^ 4- &c.

a + Gz+yz^ + t^z' + ez* -i- (z' + Ikc.

ubi notandum eft qusntitates conftantes a^ b, c, d, &c.

Hi Cj y, i'y &c. five fint aflirmativa? , five negativae, five in-

tegras five fradae, five rationales five irrationales , five etiam

tranfcendentes , naturam Fundlionum non mutare.

10. Deinde potiffimum tenenda ejl Yun^ionum divijio in Vnifor"

mes ac Multiformes.

Fundio autem unlformis eft , qus fi quantltati varlabili z

valor determinatus quicunque tribuatur, ipfa quoque unicum

valorem determinatum obtineat. Fundio autem Multiformis

eft, qu» , pro unoquoque valore determinate in locum variabi-

lis z fubftituto 5 plures valores determinates exhibet. Sunt

igitur omnes Fundiones rationales, five integrae five frada; ,

Fundtiones uniformesj quoniam ejufmodiexprcflionesj quicun-

que valor quantitati variabili tribuatur, non nifi unicum valorem

prsbent. Fundiones autem irrationales omnes funt multiformes

;

propterea quod figna radicalia funt ambigua, & geminum valorem

involvunt. Dantur autem quoque inter Fundliones tranfcenden-

tes^
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Lib. I. tcs, & uniformcs , & multiformes : quin-etiam habentur Func-

rioncs infinitiformcs; cujufmodi eft Aicus Circuli Sinul z rcC-

pondcns ; dantur cnim Arcus circiilarcs innumcrabilcs qui om-
nes eumdcm habcant Sinum. Dcnotent aiitcm ha; litrerar F,

Q^y S, T &c. fingulx Funcftioncs iiniformcs ipfius z,.

1 1 . Fuuclio biformis ipfms z ejl ejufmodi Funllio
,

cjux pro quo-

vis ipfiu6 z valore determinnto ,
geminum valorem prxbedt.

Fliijurmodi Fundtiones radices quadratac cxhibent , ut \/ (^iz.

+ ^ 2; ) : quicunque enim valor pro z ftatuatur cxpreffio

\^ (^2z-\-zz^ duplicem habct fignificatiim , vel affirmativum vel

negativum. Gencratim vero 2 erit Fundio biformis ipfius z^

fi determinetur per a?qiiationem quadraticam 2^ — f 2 +
Qj= o : fi quidcm P& Q^fucrint Fundioncs uniformes ipfius

z. Erit namqiie 2= ~ P + ^ (^^ P"" — ) J cx quo

patcc cuique valori dcterminato ipfius z duplicem valorem de-

terminatum ipfius 2 refpondere. Hie autem notandum eft

,

vel utrumque valorem Fundionis 2 efte realem, vcl utrum-

que imaginarium. Turn vero erit Temper, uti conftat cx na-

tura fcquationum , binorum valorum ipfius 2 fiamma = P ,

ac produdum =
1

2

. Fun^io triformis ipfius z efl , qua pro quovis ipfus z valo-

re ^ tres valores determinatos exhibet.

Hujufmodi Fundiones cx refolurione a^quationum cubicarum

origincm trahunr. Si enim fucrint P , Q^, & K Fundiones

uniformes, fitque 2' — P2*+{^2 — R~o. erit 2
Fundio triformis ipfius z j quia pro quolibet valorc dctermina-

to ipfius z triplicem valorem obtiaet. Tres ifti ipfius Z va-

lores unicuique valori ipfius z refpondentes , vcl crunt omnes
reales , vcl unicus erit realis , dum bini rcliqui funt imaginarii.

Ca?tcrum conftat horum trium valorum fummam perpetuo efte= P ; fummam fadorum ex binis cfle= , & produdum
cx omnibus tribus efic = K,

13. YurMio quadriformis ipfiHs Z efl , qux pro quovis ipfius z
valore quatuor valores determinatos eshibet.

Hujufmodi Fundiones cx rcfolutionc arquationum biquadra-

ticarum
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ticarum nafcuntur. Quod fi enim P, Q^, R, &c S denotent Cap, I.

Funcliones uniformcs ipfms z, ^ fueritque — P QZ^ —

—

-— jK2 4- 5" = o , erit Z Funclio quadriformis ipfius z i eo

quod cuique valori ipfius z, quadruplex valor ipfius Z refpon-

det. Quatuor horum valorum ergo , vel omnes erunt reales,

vel duo reales duoque imaginariij vel omnes quatuor erunt

imaginarii. Cecerum perpetuo fumma horum quatuor valorum

ipfius Z eft = P, fumma fadorum ex binis = jC^, funama

fadorum ex tcrnis == R , ac produdlum omnium = S. Si-

mili autem modo comparata eft ratio Fundionum quinquefor-

mium & fequentium.

14. Erft ergo Z Fun^io multiformis ipfius z, t]U£, pro quovis

valore ipfius z , tot eahibet valores quot numerus n continet unitatesi

fi Z definiatur per banc xquationem Z'^ P ^ +
a z'^—^— RZ"—^ + S t!'—^ — &c. =0,
Ubi quidcm notandum eft » cflfe oportere numcrum inte-

grum ; atque perpetuo, ut dijudicari poflit quam multiformis fit

Fundio Z ipfius 2;
J xquatio, per quam Z definitur, reduci

debet ad rationalitatcm ; quo fado exponens maxima: potcfta-

tis ipfius Z indicabit quicfitum valorum numerum cuique ipfius

z. valori refpondcntium. Deinde quoque tenendum eft litte-

ras Pj Q^, R, S, &cc. denotarc deberc Fundiones uniformes

ipfius z,: fi enim aliqua earum jam effct Fundio multiformis ,

turn Fundio Z multo plures prat;bitura effet valores unicuiquc

valori ipfius z refpondenies , quam quidem numerus dimcnfio-

num ipfuis Z indicaret. Semper autem , fi qui valores ipfius

fuerint imaginarii, eorum numerus erit par; unde intelligitur

,

fifuerit » numerus impar
, perpetuo unum ad minimum valorem

ipfius Z fore realem : contra autem fieri poffe . fi numerus »
fticrit par , ut nullus prorfus valor ipfius Z fit realis.

15. Si ejufmodi fuerit Funflio multiformis ipfius z ut perpetuo

Tionnifi unicum valorem exhibeat realem ; turn Z Yunciionem uni-

formem ipfius z mentietur , ac pleritmque loco Yun6iionis uniformis

ufurpari poterit.

Eultri Imrodufl. in Anal. infn. parv. B Ejuf-
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Lib. I. Ejufmodi Funcftioncs erunt ^ P, F' v quippcqitce

pcrpetuo nonnili unicum valorem rcalem prafbcnt, rcliqiii^ om-

nibus exiftentibus imaginariis , dumniodo P iiierit Fiin(3io uni-

-m

formis ipfius z. Hanc ob rem hLijiifmodi exprelfio P"^ , quo-

ties fucrit numerus impar J
Fundionibus uniformibus annume-

rari poterit j five m fuerit numerus par live impar. Quod fi

autem ^^ fuerit numerus par, turn P" vel nullum habebit

valorem realem, vel duosi ex quo ejurmodi expreffiones
m

P" , exiftcnte ^ niimcro pari, eodem jure Fundlionlbus bifor-

mibus accenferi potcrunt: fiquidem fradio — ad minores ter-

minos non Ricrit reducibilis.

1 6. Si.fuerit y Yunolio qutecunque ipjius z j turn vicijfim z erit

Tim5fio ipfiHs y.

Cum cnim j fit Fundio ipfius -s., five uniformis five multi-

forinis; dvibicur scquatio , qua j per ^ & confl:antes quanritates

definitur. Ex cadem vero jequatione viciHim x. per y & con-

fiantes definiri poteritj unde quoniam y eft quantitas variabilis,

z a?quabitur expreffioni ex ^ confiantlbus compofirce, crit-

quc adeo Fundio ipfius^. Hinc quoque patebir quam mul-

tiformis Fundio futura fit z ipfius y : ficriquc potefi: ut ,

etiamfi y fucrit Fundio uniformis ipfius z, tamen z futura fit

Fundio multiformis ipfius Sic fi > ex hac icquatione per s.

dc'finiaturj y^ z=.ayz— hzz; erit utique ^ Fundio trifor-

mis ipfius z , contra vero z Fundio tantum biformis ipfius y.

17. Si fuerint y x Funciiones ipfius z, crit quoque y Fun-

dio ipfiHs X , & vicijjtm x Funclio ipfius y.

Cum cnim fit y Fundio ipfius z , erit quoquc^Fundio ipfius

y : fimilique modo erit etiam z Fundio ipfius x. F^anc ob rem
Fundio ipfius^ a^qualis erit Fundioni ipfius ex qua jtrquatio-

ne & y per x & viccverfa x per y definiri poterit : quocirca

manifeftum eft cfle^ Fundionem ipfius x^ atquc x Fundionem
ipfius
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ipfius^. Saepiflime quidem has Fundiones explicitc exhibcrc Cap, I.

non licet ob dcfeftum Algebra i interim tamcn nihilo minus ,

quafi omnes jequationcs rcfolvi pofTent , hxc Fundionum reci-

procatio perfpicitur. Cetcrum per methodum in Algebra tra-

ditam , ex datis binis aequationibus , quarum altera continet y
Sc z , altera vero x Sc per eliminationem quantitatis z for-

mabitur una a?quntio relationcm inter x Sc y exprimens.

1 8 Species deniejue ^quiedam Yunnionum peculiaresfunt notanda\

ftc Yun^iio par ipfius z ejl , qua eundem dat valorem , Jive pro z

ponatur valor determinatus + k five k.

Hujufmodi ergo Fun(ftio par ipfius «s erit zz\ five enim po-

natur z = '\- k ^ five z =— eundem valorem pracbebit

cxpreffio zzy nempe zz = + k k. Simili modo Fundiones

pares ipfius z erunt ha: ipfius z poteftates , z^ , & gc-

ncratim omnis poteftas z , fi fuerit m numerus par , five af-

m

firmntivus five ncgativus. Qiiin etiam cum z^^ mcntiatur

Fundionem ipfius z uniformcm, fi fit numerus impar, per-

ipicuum eft 2;" fore Fun(5tioncm parem ipfius fi w fuerit

numerus par , n vcro numerus impar. Hanc ob rem , expref-

fiones ex hujufmodi poteftatibus utcunque compofita? pr.xbebunt

Fundtiones pares ipfius z; Cic Z erit Fun(ftio par ipfius z, fi

fuerit Z = a 1> z^ -i- c z'^ + dz*^ + &c. item fi fuerit Z
= —'

»
; ^ , « t t

o i Similique modo exponcn-

tes frados ipfius z introducendo , erit Z Fundio par ipfius z fi

* i. *
(uerk Z= a-i- l> zJ -i- c z^ dz^ 6cc. vel Z = a +
h z ^ -f- c z T 4- ^ y 4- &c. vel Z =

£ 4 8

~
1 1

—'

57. Cujulmodi expremones , cumom-

nes firrt Fundiones uniformes ipfius appellari poterunt Fun-
diones pares uniformes iplius z.

B 2 ig. Fmc-
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Lib I ^9' ^f^^'^^'^ multiformis par ipfitis 7. cjl, qu<x. etiam ft pro quo^

vis valore ipfms z plures exhibeat valores determinatos > tamen eos"

dem valores pr&het , five ponatur z = -f- k
, five z = — k.

Sit Z ejurmodi Fundlio multiformis par iplius c; quoniam

natura Fundionis multiformis cxprimitur per a^quationcm inter

^ & a 5 in qua Z tot habeat dimcnfioncs, quot varies valorcs

complei5latur ; manifcftum eft Z fore Fundioncm multiformem

parem , (i in arquatione naturam ipfius Z exprimentc quantitas

variabilis z, ubique pares habeat dimenfiones. Sic , fi fuerit

= a z Z* ^2-% erit Z Fundio biformis par ipfius z; fin

autem fit Z ' — az^ 4- b z'' Z— c z^ = o , crit Z Func-

tio triformis par ipfius z\ atque generatim , fi R, S Sec.

dcnotcnt Fundiones iiniformes pares ipfius z^ erit Z Fundio

biformis par ipfius z Ci fit — P Z -f- Q^= o. At z crit

Fundtio tjiformis par ipfius z fi fit Z' — P Z* Q^z — R= o , & ita porro.

2 o Ft*nciio ergo , five u»formis five multiformis , par ipfius Z

erit ejufmodi exprefjio ex (juantitate variabili z & conflatnibus con-

Jiata in efua ubique numeriis dimenfionum ipfius z fit par.

Hujufmodi ergo Fundioncs , printer uniformes quarum excm-

pla ante funt allata, erunt exprefliones a -\-\! (^bb— Jtc);

Az z-\- {/(a^z^— b z'- ) item 4z^ i-'^(^z^ +V'(^''

—

&c.

U/^de patet TunEtiones pdres ita defniri pcjfe , ut dicantur efe

TunHiones ipfius z z.

Si enim ponatur zz^ fueritque Z Fundio quofcunque

ipfius ^ i reftituto ubique zz loco y, crit Z cjufmodi Fundio
ip/ius z, in qua z ubique parem habeat dimenfionum nume-
rum. Excipiendi tamen funt ii cafus , quibus in cxpref-

fione ipfius Z occurrunt : ac hujufmodi ali^ formx
, qux,

fodo y ^ zz figna radicalia amittunt. Qijamvis enim fit ^ +
V ay Fundio ipfius y^ tamen pofito y = zz, cadcm exprcf-

fio non erit Fundio par ipfius z; cum {\aty-{-\/ay=:zz
-^z)/a. Exd^iCis ergo his cafibus , dcfinitio ultima Fundio-

num
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das idonea.

2 1 . FunElio impar ipjius z efi ejufmodi Tun^io ,
cuju4 valor

, fi

loco z fondtur — t , ft quoque negative.

Hujufmodi Fundiones ergo impares crunt omnes poteftatcs

ipfius quarum exponcntes funt numeri impares, ut , &\

z.\ c' \ &c. item 2; a '5 z.' ^
i
&c. turn vero

m

ctiam a" erit Fundio impar , fi ambo numeri, mtcn^\t-
rint numeri impares. Gencratim vero omnis expreffio ex hu-

jusmodi poteftatibus compofita erit Fundio impar iplius z, ; cu-

jufmodi funt J az-\-bz}\az-\-az, ; item \-d z,^-\'

r
bz, &c. Harum autem Fundionum natura & inventio

ex Fundlonibus paribus facilius perfpicictur.

22. Si Fnn&iopar ipfius z multiplicetur per z vel per ejufdem Yurt'

ciionem imparem quamcuncjue
,
produBum erit Fun^io impar ipfius z.

Sit P Fundio par ipfius z
, qux idcirco manet eadem fi lo-

co z ponatur — z; quod fi ergo in produdlo Pz , ponatur— z loco prodibit — Pzj unde Pz erit Fundio impar

ipfius z. Sit jam P Fundio par ipfius & Q^fundio impar

ipfius z J atque ex Dcfinitionc paiet fi loco z ponatur — z ,

valorem ipfius P manere eundcm , at valorem ipfius abire

in fui negativum — Q^i quare produdum PQ, pofito — z

loco r., abibit in — ^Q^y hoc eft in fui negativum; erit-

que ideo Pj^Fundio impar ipfius z. Sic cum fit a-\-\/ (^aa

zz) fundio par, & Fundio impar ipfius Zy erit produc-

tum dz^ + z^ ^/ {dd -i- zz ^ Fundio impar ipfius z; fimili-

que modo z x ^ tt^^= "f Fundio impar ipfius

z. Ex his vero etiam intelligitur , fi duarum Fundionum P &
quarum altera P eft par, altera impar, altera per al-

teram dividatur ,
quotum fore Fundionem imparem > erit ergo

^ itemque ~ Fundio impar ipfius z,

B 3 i3. Si;
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1. 1 B. T. 23. Si Yun^lio impar per Fun^iionem iwparem vel ntultipluetur,

vel divid/itur\ ejuod refiiltat erit Fun&io par.

Sine & 5" Fundiones impares ipluis z. -y ira ut ,
poll-

to — z loco z
, Q abeat in— & i" in — S, arquc pcr-

(picuum eft tarn produdum quam quotum ^ cundcm

valorem retinere , etiamfi pro z. ponatur — z, ; idcoque efTc

utrumque Fundionem parem ipfius z. Manifcftum itaqr.c por-

ro eft cujufque Fun(5lionis imparis quadratum eftc Functioncm

parem ,• cubum vero Fundlonem imparem i biquadratum itcrum

Fun*flionetn parem, atque ita porro.

24. Si fuerit y Fan^iio impar ipfius z; erit vicijfim z Fu»c7io

impar ipfius y.

Cum cnini fit y Funcflio impar ipfius z. ; fi ponatur — z lo-

co z , abibit y in — y. Qiiod fi ergo z per y definiatur , ne-

ccfTe eft-ut pofito — 'j loco ^, quoque abeat in — z \ erit-

que ideo z Fundio impar ipfius y. Sic quia, pofito j = z*
,

eft y Fundio impar ipfius 2; erit quoque, ex arquntione z^ =^y
L

feu z = y"^ ^ z Funtftio impar ipfius y, Et quia fi fiierit y
^laz+bz^

^ eftjy Fundtio impar ipfius 2:, erit vicifTim, ex

jequatione b z^ a z = y^ valor ipiius z per^ exprcfilis Func-

tio impar ipfius y.

25. Si natura Fun&ioms y per ejufmodi ttqudtionern definiatur ,

in cujus fingulis terminis numerus dimenfionum ,
quas y dr z occu-

pant conjunclim
, fit vel par ubique , vel impar \ turn erit y Fanclio

impar ipfius i.

Quod fi cnim in ejufinodi a?quatione ubique loco z fcriba-

tur — z \ fimulque— y loco y ; omncs ^quationis termini vel

manebunt iidem , vel fient ncgativi
,
utroque vero cafu .Tqua-

tio manebit e dem. Unde patet — y eodcm modo per —

«

determinatum iri . quo + per + 2: dcterminarur j & banc

ob rem, filoco^. ponatur — , valor ipfius;- abibit in

—

y^
feu y erit Fundtio impar ipfius 2. Sic fi fuerit vcl yy = ay z

+ bzz + r ; vel ^' -f- ayyz = by zz -\- cy -\- dzj ex
utraquc arquatione y erit Fundtio impar ipfius z,

26. Si
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2 6. Si Z fuerit Funclio ipfius z , Y Fun6tio ipfius y , C a p. I.

^ue Y eodem modo defntatHr per variahilem y conflantes ,
cjuo

Z dcfimtur per "variabilem z & conflantes \ turn h^t Fun61iones

\ ct TL vocantur Ft<n^itonesJimties ipfarum y z.

Si fcilicet fuerir Z=a-\-b z-^ c z.""
, «Sc T--=a-\-hy-{-cy' , criint

2 & 2" Fundiones fimiles ipfarum fimiliquc modo in mu!-

tiformibuSj Ci i\itr\t =a zzT^-^b $)iT^= ajyT + h erunt

2& rpunftiones fimilcs ipfarum z y. Hinc fequitur, ii

J" & 2 fiierint hujufmo'di Fundiones (imiles ipfarum y Sc z ; turn

fi loco 2- fcribatur^, Fundionem Z abituram effe in Fundioncm

T. Solet hafc fimilitudo etiam hoc modo verbis cxprimi, ut

r talis Fundio dicatur ipfius qualis Fundio fit 2 ipfius z.

lAx locutiones perinde occurrent, five quantitatcs variabiles z

& ^ a fe invicem pendeant, five fecus : fic qualis Fundio eft

ay-\- by^ ipfius ^, talis Fundio erit a{y -\- n^ -\- b {y n y
ipfius ^+ «3 exiftente fcilicet z = y ^ n: turn qualis Fundio

eft —Tii—;

—

~ ipfius z, talis Fundio erit ^—^—

—

et+ Q, 2. -t" y Z Z etZZ+'oZ +y
ipfius — ; pofito y == —

.
Atquc ex his luculenter perfpi-

citur ratio fimilitudinis Fundionum, cujus per univerfam Analy-

fin fublimiorem uberrimus eft ufus. Ceterum hxc in genere

de natura Fundionum unius variabilis fufficcre poflunt j cum
plenior expofitio in applicationc fequente tradatur.

CAPUT II.

De transformatione Fundionum,

2 7. t .'' Unfltones in dlias formas transmutantur ^ vel loco quan-

X titatis variabilis aliarn introdacendo ^ vel eandem quan-

titatem variabilem retincndo.

Quod fi cadem quantitas variabilis fervatur, Fundio pro-

prie mutari non poteft. Sed omnis transformatio confiftit in

alio
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alio modo eandem Fiindioncm cxprimendi

, qucmadmodiim

cx Algebra conftat candcm quantkatcm per pliircs divcrfasforip.as

cxprimi pofTc. Hujiifmodi transformationcs funt , fi loco hiijus

Fundionis 2— 3s « « ponatur (i — ^)(2— - vcl

(4 4-2^ )* loco M^-i-^aaz+^/tzz-i-z*, vel —

^

h
<2

loco — — ; vel i + zz^ + ^ loco
'

qua: exprefliones , ctfi forma differiint, tamen revera congruunt.

Saepe numero autem harum plurium formarum idem fignifican-

tium una aptior eft ad propofitum efficiendum quam reliqua? ,

& banc ob rem formam commodifTimam eligi oportet.

Alter transformationis modus , quo loco quantitatis variabilis z

alia quantitas variabilis^ introducitur , quae quidem ad z datam te-

neat relationem , per fubftitutionem fieri dicitur ; hocque modo
ita uti convenit , ut Fundlio propofita fuccindius & commo-
dius cxprimatur , uti fi ifta propofita fuerit ipfius z Fundlio —
/^a^ z-\- 6 aa zz— 44^' -^z^ yd loco**— -2: ponatur y, pro-

dibit ifta multo fimplicior ipfius^ Funcflio j"^
: &, fi habeatur

hajc Fundio irrationalis (^ad + zz") ipfius z^ fi ponatur z

= > ifta Fundtio per y exprefia fiet rationalis =
Hunc autem transfiDrmationis modum in fequcns

aa yy

Caput difFeram, hoc Capite ilium, qui fine fubftitutione pro-

cedit , expofiturus.

28. FunEiio Integra ipfius z ftpenumero commode in fuos facio-

res reCohitur y ficejue in produ&um transforrnatur.

Quando Fun(5tio Integra hoc pa(5to in fadlores refolvitur, ejus

natura multo facilius perfpicitur j cafus enim ftatim innotcfcunt,

quibus Fundionis valor fit =0. Sic hsc ipfius z Funcftio

6— '] z + z^ transformatur In hoc produdum ( i— z
) ( 2— z) { -^-^^ z) ex quo ftatim liquet Fundioncm propofitam

tribus cafibus fieri = o ; fcilicet fi^;= ij & ^= 2, ^ z=— 3 5 quse proprietates ex forma 6— 'j z-irz} non tarn

facile intelliguntur. Iftiufmodi Fadores , in quibus variabiles z
nulla
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nulla occurrlt poteftas, vocantur Fadores fimplices, ut diftin-CA

guantur a Fadoribus compofitis , in quibus ipfius « ineft qua-

dratum vel cubus , vel alia poteftas altior. Erit ergo in genere

f-hg^ forma Fadorum fimplicium 3 /+ g -i- ^ forma

Fadorum duplicium; / 4- ^-3^ formi Fadorum

triplicium, & ita porro. Perfpicuum autem eft Fadorem dupli-

cem duos compledi valores fimplices , Fadorem triplicem tres

fimplices , & ita porro. Hinc Fundio ipfius s integra , in qua

exponens fumm<e poteftatis ipfius 2, eft= »j continebit » Fac-

tores fimplices ; ex quo fimui , fi qui Fadores fuerint vel dupli-

ces vel triplices , &c. numerus Fadorum cognofcetur.

zp. Fadores fimplices Fun^ionis cujufi:unque integrx, Z ipfius z

reperiuntur , fi Fun6iio Z nihilo aqualis ponatur , atque ex hac

aquatione omnes ipfius z radices invejligentur : finguU enim ipfius

Z radices dahunt totidem Fa6tores fimplices Funhionis Z.
Quod fi cnim ex a^quatione Z= o, fuerit quajpiam radix

iL=f, erit 2.—/divifor, ac proinde Fador Fundionis 2, fic

igitur inveftigandis omnibus radicibus ^quationis Z= o ,
quse

fint z.=f^ 2^=g, z= h', &c. , Fundio Z refolvetur in

fuos Fadores fimplices
, atque transformabitur in produdum Z

= ( 4—/ J (4—g^ — h) &c. : ubi quidem notandum
eft fi fummas poteftatis ipfius ^ in Z non fuerit coefficiens =
+ ij tum produdum (^z,— {z.—g^ &c. infuper per ilium

coefficientem multiplicari debere. Sic fi fuerit Z= Az!^

+ B ^'

' + C:,''
~ ^

-f- &c. erit Z=A. (s—/).(^—^)-.— h), &c. At fi fuerit z=:A^-Bz ^Qz"- -^V%'
+ &c. atque cequationis Z=o radices « repcrtce fint i f\g \

h\ii

&c.erit Zz^Aii %-)(\——Xi— -^).&c. Exhis autem

vicilTim intelligitur , fi Fundionis Z Fador futrit z—/, feu

I — -y- ; tum valorem Fundionis in nihilum abire , fi lo-

co z, ponatur/ Fado enim z==/, unus Fador z— feu

1 — y-, Fundionis Z, ideoqueipfa Fundio Zevanefcere debet.

Eulcri Introduci. in Anal, infn, C 30. Facto-
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Lib. I. 30. Yaclores fimpUces ergo erunt vel rcales , veL imagindrii ; c^,

ft Yiin[fig Z habcAt Fdc^ores imdginarios eorum mmeri4^fcmper erit

par.

Cum enim Fadores fimplices nafcantur cx radicibus a'qua-

tionis Z— o , radices rcalcs pr.Tbcbunt Faclorcs rcalcs, & iina-

ginariic imaginarios i in onini autem acquationc ninncrus radi-

cum iinaginariarum femper eft par : quamobrcm Fiindio Z
,

vel nullos habebit Factores imaginarios , vel duos, vei quatuor

,

vel fex, &c. Qjod fi Fundio Z duos tantum hnbcat Faciorcs

imaginarios , eorum produdum erit rcale , ideoquc prxbcbit

Fadorem duplicem realem. Sit enim F— prodado cx omni-

bus Fadoribus realibus, erit produdum duorum Fadorum ima-

ginariorum = —
j hincque rcale. Simili modo fi Fundio Z

habeat quatuor , vel fex , vel odo &c. Fadores imaginarios

;

erit eorum produdum femper rcale : ncmpe a:quale quoto , qui

oritur, Fundio Z dividatur per produdum omnium Fadorum
realium.

31. Si fuerit (^^rodu^um reale ex quatuor Facloribtts Jimplici-

bu4 imaginariis , turn idem h$e producium C^refolvi peterit in duos

Fadores duplices reales.

Flabebit enim Q^ejufmodi formam a^+ Az^ -f-
4- C^;

4- D i qua? (1 negetur in duos Fadores duplices reales refolvi

pofle 5 refolubilis erit ftatuenda in duos Fadores duplices imagi-

narios; qui hujufmodi formam habebunt zz,— 2 {p-\-qsJ— i);:^

-^-r^ssl— r. & zz.— 2(/— <js/
— \^ z. -\- r— s\f— i;

aliae enim formce imaginari^ concipi non pofTunt , quarum pro-

dudum fiat rcale , nempe = z,"* + Az.^ -h Bz^ + Cz-^D.
Ex his autem Fadoribus imaginariis duplicibus fequcntcs emer-
gent quatuor Fadores fimplices imaginarii ipfius

I. z— (/>4-^v/

—

i')-h^{pp-\- — I— —r— sy/— 1)
II. Z (^p^qsl 1) \l{pp-k- IpqsJ I— S\/ l)

1 1 \.Z {p-^ qsj 1 )+ s/(^pp 2^^\/ l~qq—r-\- syj I

)

IV.*

—

if—q^— i)

—

yj(pp
— ipq^— — i)

Horuni
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Horum Facflorum mulriplicentur primus ac tertius in fc invicem. Cap. II.

pofito brevitatis gratia
5 t—pf—qq

—ryd>Lu= tf^g— s ; erit-

que horum Fadorum produ(5ium=-2:2^—(2/— 2/ 4- 2 y/(«+««))

^

+ pp + qq— p^Jit-jf 2\/(tt+ iin) + >J(jt + uu)i quod uti-

-\- q ^ 2t-\-2sJ{tt -\- uu)

que eft reale. Simili autem modo produdlum ex Fadoribus fe-

cundo & quarto erit reale ncmpe= —(2/+v'27+2v/(HP^«0)*

-f-^y/ 2^4- 2yJ (tt + uu)

Quocirca produdum propofitum Q^, quod in duos Fa<flores

dupiices rcales refolvi pofTe negabatur, nihilo minus a<ftu in duos

Fadtores dupiices reales eft relolutum.

3 2 . *S/ Fttn&io wtegra Z ipfiui z quotctinque halacat FaSioresfm-
plices tmaginarios , bini femper ita conjungi pojfunt , ut eorum pro-

duBum fiat reale.

Quoniam numcrus radicum imaglnariarum Temper eft: par ,

fit is= i/?; ac primo quidcm patct produdtum harum radicum

iinaginariarum omnium eflc reale. Quod fi ergo dua: tantum

radices imaginaria: habcantur , erit carum produftum utiquc rea-

le i nn autcm quatuor habeantur Faftores imaginarii , tum , uti

vidimus , eorum produ(flum refolvi potcft in duos Fadlores du-

piices reales formip/c^; + ^. Quanquam autem eundem
demonftrandi modum ad altiorcs poreftates cxtendere non licet,

tamen extra dubium videtur cffe politum eandem proprietatcm

in quorcunquc Fnclores iniaginarios compctcre ; ita ut femper

loco 2» Fadorum fimplicium imnginariorum induciqueant n Fac-

tores dupiices reales. Fiinc omnis Fundlio integra ipfius z, re-

folvi poterit in Fadores rcales vcl fimpliccs vel dupiices. Qiiod

quamvis non fummo rigore /it dcmonftratum , tamen ejus Veri-

tas inTcqucntibus mngis corroborabirur, ubi hujus generis Func-

tiones //-h^/^ ; d-\-bi -\~cz i a -\- t z -]-az &c.

adu in iftiufmodi Fadores dupiices reales refolventur.

C z 33- St
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Li B. I. 33- "i; Fun^iio integra Z , poftto z= a induat 'valorem A,
pofito z= b , induat valorem B ; turn , a z valores medics inter

a b ponendo , Fun^io Z quosvis valores medios inter A B
accipere potefl.

Cum enim Z fit Fundio uniformis ipfius«, quicunque va-

lor rcalis ipfi tribuatur , Fundio quoque Z hinc valorem rca-

km obtincbit. Cum igitur 2 , priore cafu z,= a , nancifcatur

valorem ^ ; pofteriore cafu z= b , autem , valorem B j ab ^
ad B tranfire non potcrit , nifi per omnes valores medios trans-

eundo. Qiiod fi ergo sequatio Z—A= o habcat radicem

realem
3
fimulque Z— 5= o radicem realem fuppeditet ; turn

acquatio quoque Z— C== o radicem habebit realem; fi qui-

dcm C intra valores A Sc B contineatur. Hinc fi expreffiones

Z— ^ Sc Z— B habeant Fadorcm fimplicem realem , turn,

expreflio qu^ecunque Z— C Fadorem fimplicem habebit rea^

lem 5 diimmodo C intra valores A 8c B contineatur.

34. Si in Funiiione integra Z exponens maxima ipfins z potejla*

iis fuerit numerus impar 2 n -f- i , turn ea FunSlio Z unicum ad

minimum habebit Fa^orem fimplicem realem.

Habebit fcilicet Z hujufinodi formam ^4-*^^ "

+

(6 z +y z + &c. m qua 11 ponatur-2i= 00 ,

quia valores fingulorum terminorum pra: primo evanefcunt , fiet

Z -r=r ( 00 j == 00 J ideoque Z— 00 Faclorem fimpli-

cem habebit realem nempe z— 00. Sin autem ponatur s=
— 00 , fiet Z = (— 00

^^'^"^^ r=— 00
5 ideoque habe-

bit Z -J- 00 Favitorem fimplicem realem 5 -f- 00 . Cum igitur

tam Z— 00, quam Z-}-oo habeat Facflorem fimplicem realem j

fequitur etiam Z-j-C habiturum efie Fadorem fimplicem realem

,

fiquidcm C contineatur intra limites -f- 00 & — 00 j hoc eft

fi C tuerit numerus realis quicunque, five affirmativus, fivenc-
gativns. Hinc ob rem , fafto C= o, habebit quoque ipfa

Eundio Z Fddorem fimplicem realem z—a atque quantitas c

contine-
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continebirur intra limites +00 & — 00
, critque idcirco vel Cap. h

quantitas affirmativa , vcl ncgativa , vel nihil.

3 5. FuMcfio igitur integra Z , in qua expencns maxima potejiatis

ipfius z efi numerm impar ^ vel unum habebit Yuciqrem fimplicem

realem , vel tres , vel quinque , vel frptcm ^c.

Cum cnim dcmonftracum fit Fundioncm Z certo unum ha-

bere Faclorem fimpliccm realcm z — c ponamus earn prafte-

re aunum Faiflorcm habere 2;— atque dividatur Fundio Z, in

qua maxima ipfius .5 poteftas fit ^ ^
, perfz—

—

d)^

ent quoti maxmia poreiras = z , cujus exponens ,

cum fit numcrus impar, indicat denuo ipfius Z dari Fadorem
fimplicem realcm. Si ergo Z plurcs uno hnbcat Fac^orcs fim-

plices realcs , habebit vel tres , vel ( quoniam eodem modo
progrcdi licet j quinquc, vel rcptcm , &c. Erit fcilicet nu-

merus Failorum fimplicium realium impar , & quia numerus

omnium Fadorum fimplicium eft= 2»-f- 1 , erit numcrus Fac-

torum imaginarforum par.

3 6. Funflio integra Z , in qua exponens maxirnx potejiatis ip-

fius z efl numerus par 2 n , vcl duos habebit Fa&oresfimplices rea-

les vel quatuor , vel fex , vcl (jrc

Ponamus ipfius Z conftareFadorum fimplicium realium nume-

rum imparcm 2 -f- i i fi ergo per horum omnium produc-

tum dividatur Fundio Z, quoti maxima potcftas erit ==

, cjuiqi:e ideo exponens numcrus impar j ha-

bebit ergo Funftio Z prarrerca unum certo Fadorcm fimplicem

realem , ex quo numerus omnium Fadorum fimplicium realium ad
minimum erit = 2 w-f-2 ,

idcoque par; ac numcrus Fadtorura

imasinariorum paritcr par. Omnis ergo Fimdionis integra: Fac-

tores fimplices imaginarii funt numero pares ; qucmadmodum
-quidem jam ante ftatuimus.

37. St in Funflione tntegra Z exponens maxima potejiatis ipfius

Z fucrit numcrus par
,
atque termtniis abjvlutus

, Jcu confians , figno
•— affefhtf 5 tum Funcito Z ad minimum duos habet FaCloresfim-
plices rcales.

C 5 Fundtio
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Lib. I. Ftindlo ergo Z, dc qua hie fermo eft, hujufmodi formam

\ \
2 ;/ , 2 «— I , - 2)1— 2 , ,

habcbit ^ it ni
fz,— A. Si jam ponatiir z.= oo , fict, iiti fiipra vidimus,

Z= 00 ; atque , fi ponatur ^;r=o , fiet 2 =— A. Habcbit

ergo Z— 00 Fadorcm rcalcm ^— oo , & Z A Fadlorem

z — o : undc cum o contineatur intra limitcs — oo & -i- A

,

fcquitur Z -f- o habere Fadorem fimplicem rcalem z,— f , ita

lit c contineatur intra limitcs o & oo. Dcinde, cum pofito

z -~ — 00 , fiat Z= 00
,
ideoque Z — oo Fadlorcm habe-

atz-f- oo, $c Z -\~ A Fa^ftorcm z -f- o ,
fequitur quoquc Z

o Fadorem fimplicem rcalem habere ' z ^ii Ita m d intra

limitcs o & 00 contineatur ; undc conftat propofitum. Ex
his igitur pcrfpicitur fi Z talis fuerit Fundio , qualis hie eft de-

feripta
, a:quatIonem Zr=o, duas ad minimum habere debere

radices reales , alteram affirmativam , alteram ncgati\ am. Sic

a'quario ha?e 2,* + + Zz^ -{- y z— aa= o , duas habet

radices reales , alteram affirmativam , alteram negatlvam.

38. Si in Fun^ione frafia ^ (Quantaas variabilis z tot velplures

haheat dimenjiones in numeratore
,
^uam in denominatore ; turn ifla

Fun&io refoLvi poterit in dnas partes , cjuarum altera ejl Yun^io

integra , altera fracla ; in cnji^ numeratore quantitas variabilis z

pauciores habeat dimenjiones quarn in denominatore.

Si enim exponens maximx poteftatis ipfius z minor fuerit

in denominatore quam in numeratore; tum numerator per dc-

nominatorem dividatur more folito , donee in quoto ad expo-

nentes negativos ipfius z perveniatur; hoc ergo loco abrupta

divifionis operatione quotus conftabit ex parte inrcgra atque

fradtionc , in cujus numeratore minor erit dimenfionum numc-

rus ipfius «quam in denominatore; hie autem quotus Fnndioni

propofit«e eft a?qualis. Sic , fi haec propofita fiicrit Fundtio

1 "4-

frada —f-— , ca per divifionem ita refolvetur.

ZZ+ r ;
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2 Cap. II.

z*+ zz— ^4- I

ZZ I

+ 2

critque ^
i"

^ = — i 4- —r— .
Hiijufmodi Func-

tiones {radde, in quibus quantitas variabilis z tot vel plures ha-

bet dimenfioncs in numeratore quam in denominatorc , ad

fimilitudinem Arithmeticse vocari pofTunt tradioncs fpiiria- , vcl

Fundtioncs fradx fpuri^, quo diftinguanrur a Funclionibus frac-

tisgcnuinis, in quarum numeratore quantitas variabilis z pau-

ciores habet dimenfioncs quam in denominatorc. Fundio ita-

que frada fpuria refolvi poterit in Fundionem integram, & Func-

tionem fradam genuinam; haccque rcfolutio per vulgarem di-

vifionis opcr.itioncm dbfolvctur.

39. Si denominator Funclionis fralJ/t duos haheat Fa^Iorcs inter

fe primos ; turn ipfa Ffinclio fracfa refehctur in duas fracfiones ,

quarum denominutores fint iliis hints Facloribus refpe£iive ^iijuales.

Qiianquam hxc refolutio ad Fundioncs fradas fpurias a:que

pcrtinet atque ad genuinas , tamen earn ad genuiras potifTi-

mum accomodabimus. Refoluto autem denominatorc hujuf-

modi Fundionis frad^i? in duos Fadorcs inter fe primos , ipfa

Fundio refolvetur in duas alias Fundiones fradas genuinas ,

quarum denominatorcs (int illis binis Fadoribus rcfpedive a?qua-

Ics ; hscque rcfolutio , fi quidem fradioncs fint genuinx , uni-

co modo fieri poteft ; cujus rei Veritas ex excmplo clarius quam
per ratiocinium perfpicictur. Sit ergo propofita hare Fundio

frada ^ ^^-f-:???. —4,
.

^ denominator 1 cum fit

a'qualis huic produdo ( i 4- 2^ + 2^^ ) ( i — iz, 4- 2^ «.) ,

fradtio propoiita in duas fradioncs refolvetur, quarum a'terius

denominator erit 14-2^4-2^2:, alterius i — 2^.4-22:^: ad

quas invenicnd.is
,

quia funt gcnuinar , flatuanfur numeratorcs

illius ==: G;^, hujus == y 4- cT^, critque per hypothclln

I
—



24 E T I{^A N S F FiM A T I N E

Lib. I.
I
— iz-hvz — 4z* __ ct+ Cz

_^
y-j-Jz

.

dantur adu ha? dux fradiones, eritque fummar

Numerator Denominator

+ QZ 2QZZ+2C'Z*
+ 7 +2y;5+2y23

+ ^Z +2J'ZZ +2^Z'

1 + 4^*

Cum ergo denominator lequalis fit denominator! fradionis pro-

pofitJe, numeratorcs quoquc aequales reddi debent : quod, ob

tot litteras incognitas £t,C,y,J', quot funt termini sequalcs

efficlendi , utique fieri
,
idque unico modo poterit : nancifci-

mur fcilicet iias quatuor arquationes

I. (t+y~i III. 2«—-2G+ 2y 4-26^=5
II. 2«+S+ 2y + cP= 2 IV.2^+2J'= 4-

Hinc ob«+y=i, & = — 2i ae-quationcs IL &

III. dabunt « — y = o 8c i -— ex quibus fit

a = —
; y = J-

; g^rr^TL^ - ~^Z3 • ideoQue fradlio
2 2 4 4 ^

propofita , transformatur in has duas

J J 3__^
2 4 , 2 4

_j z— . Simili autem modo facile per-
14-2^+ 2^^ I 2Z+2ZZ
fpicietur refolutionem femper fuccedere debcre : quoniam Tem-

per tot litterse incognitse introducuntur , quot opus eft ad nu-

raeratorem propofitum ehciendum. Ex do(ftrina vero fradio-

num communi inteHigitur banc refoUitionem fuccedere non pof-

fe , nifi ifti denominatoris Fadorcs fucrint inter fe primi.

40. Fun^io igitur frA^ta — in tot fra^iones fimplices formx

^ ^ ^
refolvi poterit

, quot Fa^ores fmplices habet denominator

N inter fe inxquales,

Reproc-



FUNCTIONUM. 2^

Reprwfentat hie fradio ^ FuiKflionem quamcunquc fradam
^'

genuinam, ita ut M ScNfmt Fundliones integral ipfius atquc

fumma poteftas ipfius z in M minor fit quam in A''. Quod fi

ergo denominator N in fuos Facflores fimplices refolvatur , hi-

quc inter fe fuerint ina»quales , expre/Tio ^ in tot fradiones rc-

folvctur J quot Faiflorcs fimplices in denominatore N contlnen-

tur i propterea quod quifque Fador abit in denominatorem frac-

tionis partialis. Si ergo />— fiierit Fador ipfius N, is

erit denominator fradtionis cujufdam partialis , & , cum in nu-

meratore hujus fraiftionis numerus dimenfionum ipfius z mi-

nor efie debeat quam in denominatore />— ^ « , numerator

neceflario erit quantitas conftans. Hinc ex unoquoque Fadorc
fimplici / — ^z denominatoris N nafcetur fradio fimplcx

A
; ita ut fiamma omnium harum fradionum fit xqualis

fradioni propofita?

EXEMPLUM.

Sit , exempli caufa , propofita ha:c Fundio frada

quia Fadores fimplices denominatoris fimt i — z , 8c

j-h Zj ifta Fundio refolvetur in has tres fradiones fimplices

~r + ~ 1—x~ = ^

; ubi numeratores conflantes
z I— z I •i' z z— z
A, By 8c C dcfinire oportet. Reducantur ha: fi-adiones ad
communcm denominarorem

, qui erit z — z* ; atque nume-
ratorum fumma jcquari debcbit ipfi i+zzy unde ifta a?quatio

oritur :

A + Bz — Azz^ 1 + zz=. I 4-o«+ *«.

+ Cz-{- Bzz— Czz
Euleri IndrodiiH. in Anal, inf-j. parv. D qua;
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Lib. I. qux totidcm comparationcs pritbct

, quot funt littcra? inco-

gnitn: By d crit fcilicct ,

I'. A= I.

11°. 5+ C==o.
lll\— A-^B— C=l:
Hinc fit B— C= 2 ; & porro A= i ; B= i Sc C~

I. Fundio ergo propofita
^

refolvitur in banc for-

Biam — H \
— . Siraili autcm modo intclllgitur

,

z I— z I + a o '

quotcunque habuerit denominator N Fadtores fimpliccs inter fe

ina:qua!eSj Temper fradliouem ^ in totidem fracftiones fimpli-

ces refolvi. Sin autem aliquot Fadores fucrint aequales inter

fe , turn alio modo poft-explicando refolutlo inftitui debet.

4 1 » Cam igitnr cjuilihet Factor fimplex denommatoris N fup-

peditet fraffio/iem fimplicem pro refolutione Funciionis propofits,

~-
; ofiendtndum ejl quomodo ex Faciore fimplice denominatoris N

cogmto , fragile ftmpUx refpondens rep^riatur.

Sit p
—qz. Factor limplex ipfius 1^ > ita ut fit A^=:(^

—

qz.)S-^

atque S Functio integra ipfins -ci ponatur fratflio ex Fatftore

p— qz. orta= > & fit fi-adio ex altero Fadore de-

nominatoris S oriiinda = ^ j its ut, fccundum §. 3p. , fbturum

fit — = . HT= 77, w i ent =N p qz S (p qz) 6 S

^ ; qu2e fradiones cum congruere dcbeant , necefTc
\P — qz )S ^

^

^

eft ut M— AS fit divifibile per p— qz; quoniam Fundio
Integra P ipfi quoto a:quatur. Quando vero p— qz Divifor

exiftit ipfiiis M—AS \\xz expreflio pofito 5:=-^cvaner-

cit, Ponatur ergo ubique loco z hie valor conftans in Ai"
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Sci", crItAf

—

AS= 0:^ ex quo fiet A= hocque ergo c a p. II.

modo reperitur numerator A fradtionis quxfitae
^

j atquc fi

ex fingulis denominatoris Fadoribus fimplicibus , dummodo
fint inter fe inaequales, hujufmodi fra(fliones fimpliccs formen-

tur , harum fradionum fimplicium omnium fumma eric zquaiis

Fundioni propofitae

EXEMPLUM.

Sic, fi in Exemplo prxccdcnte i-^^, ubi eft

& N= z— 2;'
J fumatur z pro Fadtore fimpiice, erit 1$'==

I— , atque fradionis fimplicis — hinc orta: erit numerator

= ^ ^ == I pofito z~o , quern valorem z obtinet fi

ipfe hie FaiStor fimplex z nihilo ccqualis ponatur. Simili modo
(i pro denominatoris Fa(5lore fumatur i

—

z, ut Cit S=z-^zz
crityi= i4-^j ^a6lo I— 2^= 0, unde erit ^= 1, &

cx Fa(flore i— z nafcitur fradio Tertius denique Fa-

dor I +z, ob S~z— zz, & A= pofito i + z.

= 0, feu x=— 1 , dabit yi=— i , & fradionem fim-

plicem — ^. Qi^iare per banc regulam reperitur
^I.I I ^ ^= ,— , ut ante.

p
42. YunCiio fra[ia hi<jns forma , f/^^f mmerator

Cp— qz)

P non tantam ipjiut z potejfatem involvit quantam denominator

Cp— 42 , tranfmutari fotcjl in hujufmodi fra^iones fartidles

Da A
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L'B. I. A ^ J ^ JC _JC_

(p qz) (p qz) (p qz; ' ^

^uarum omnium numeratores fint (juantitates conftantes.

Qaoniam maxima poteftas iplius c in F minor eft quam

3^ J erit z." ^
J idcoque f* hujufmodi habcbic foi mam ;

« + €2;+ y2^' -f-^-s^' 4- '

exiftente terminorum numero = n , cui arquari debet numera-

tor fummac omnium fra'ftioniim partialium, poftquam fingularad

cundem denominatorem — qz^ fucrint pcrduda: : qui nu-

merator propterea eric =A+ B{p— ^^) + C(/>— qzY

+ D{p— qz,y + + K{p— ^ Hujus ma-

xima ipfius z, poteftas eft , ut ibi ,2-" ^
, atquc tot habcntur

litter^E Incognita! A, B, C, A", ( qunrum numcrus

eft ) quot funt termini congrucntcs reddendi. Qiiamob-

rem litterie conftantes B, C, &c. ita dcfiniri potcrunt,PA
Ut fiat Fun(5tio fiada genuina = 4-

B C "^D
"t" " "T" ————— ~f~ « • • • • • *

qz) (p qz) (p qz)

H . Ipfa aufcm horum numeratorum invcntio mox fa-
p— qz ^

cilis aperietur,

M
43, Si FmCtionis fraBd. denominator N Factorem hahcat

(p— qz)* ,fequenu modo fra^iones partialcs ex hoc Factore oriun-

dx reperientur.

Cujufmodi fradiones partlales ex fingulis Fadoribus dcno-

ralnatoris fimplicibus, qui alios fibi a:qualcs non habcant , orian-

tur , ante eft oftenfum : nunc igltur ponamus duos Fadorcs

inter fe efle a^quales, feu, iis conjundis , dcnominatoris A^Fado-
rem efie {p— ^^)*- Ex hoc ergo Fadorc per §. pr.tced.

duse nafcencur fradiones partiales ha^ — \ ^—
. Sit au-

^ ^p—a*) p
—q^

tem
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tern N:=Cp---^z yS, eritque 4 = = r~^^BP P
4- -r-> denotante —- omnes fra(ftiones fimplicesjun-

Ctlm fumptas ex denomlnatoris Fadore S ortas. Hinc crit -|-

M AS B(p qz)S ^ p M AS B{p qz)S

ip— <i^y^ ' iV— ?^)*= Fundlioni integral Debet ergo M—AS— B{p—qz)S
divifibile efTe per {p—qz^* : fit primum divifibile per />— <^z/

atque tota expteflio M— AS— — ^z) S evanefcct,

pofito /— ^«==:o, feu«= -^i ponatur ergo ubiquc

loco z 3 eritque M—AS^Oy ideoque A=-^s fcilicet fra-

dio— J fi loco^; ubique ponatur , dabit valorem ipfius A
q

conftantem. Hoc invento quantitas M—AS—BCp—
etiam ver(P— ^ zy divifibilis efle debet, feu ^ ^—

^ p qz
BJdenuo per p— divifibile effe debet. Pofito ergo ubi-

P M AS DO .1 75 M AS
que 2= -^erit == BS, ideoque B= , ^„

( ^—^ ) J
ubi notandum eft , cumM— A S di-

p qz. S
vifibile fit per ^— ^Zjhanc divifionem prius inftitui debere,

quam loco x fubftituatur Vel ponatur ^
= T

,

eritque B= -~ pofito z =— i inventis ergo numeratori-

bus A dc B , erunt fradiones partiales ex denominatoris N
A B

Fadore (p— ^jzy ortac hse r rr -\ .

^ ' (p qzy p qz

ExemplumI.

Sit h.tc propofita Funclio frada '
, ^

^—. crit , ob de-

D 3 nomjna-
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Lib. I. nomlnatorls Factorem quadratum ; S= i -i-i^z. Sc Af=^

A B
I — z^. Sint fra(5libncs partialcs cx orcnc —|- — , eric

— =• —
y pofito Fadorc z= oi hincquc yJ=i.

, 1 um erit Af— AS=z— 2^;j quod divifum per Fadorem

fimplicem 2, dabit T —-— i^, hincqiie B — —— —r-— , po-

fito s= o ; unde erit Bp= o i atque ex Fadtore denominatoris

zz orietur unica hxc fradio partialis —

.

ExemplumII.

Sit ha?c propofita Fundlio frada
^^-^^

^ ^ _^ .^^.^
? cujus,

ob denominatoris Fadorem quadratum (i

—

zy ,fractiones par-

tialesfintr ~» Erit ergo M==z^ & S=
(i— 2/ I

—

z °

1 -h-a* i ideoque ^= = ^ , pofito i — 3= 0,

feu z= I : unde fit^= -^. Prodibit ergo M— AS=
s — — — —

2 "^^ — quod per I—

3

divifum dat T*=— — ^ -f-— 2:'i ideo-22 2 2

que ~= ""^TTT"?'^^- > pofito ^=ii ita ut fit
5 2+ 2z^

—^; fradiones ergo partialcs qusefitae funt
^ -1-^)*

I

2C1— -5/

44. SiFun6iiofiisfraSfx^ denominAtor N Fadorem hahcat

(P— 92)' fe^f*enn modo frASliones parttales ex hoc Fa^ore orI.

Ponatur



FUNCTIONUM. 3i

Ponatur A'= (/>— ^z. yS, fitque fradio ex Failorc orta Cap. II.

P . p Af— AS— B(p— qz)S— C(p— qzYS
s

.
(p— qz)*= Fun(flioni integrae. Numerator ergo m — yl S —

B (p
— ^z^S'— C(/>

—

^^yS snte omnia divifihilis cfTc

debet per (p— f 2^ ) > unde is , pofito p— q z> == o , Teu z,=
^ , evanefcere debet , eritque adeoM— AS= o, ideoque

yl= ~ 5 pofito z = Invento hoc pado A erit M—
o q

A S divifibile per p— ponatur ergo ^
= T* , at-

que T— BS— C(/>— ^z)S adhuc per (p— ^zy erit di-

vifibile ; fiet ergo = o , pofito p — ^z= o ; ex quo prodit

B= — pofito z= Sic autera invento B erit T—BS
s q

divifibile per / — ^z. Hanc obrem, pofito
^ ^^^

=zVy

fupereft ut V— CS divifibile fit per p— qzi eritque ergo

V— CS=oy pofito/*— y«=Oj atque C= J pofi-

to z= Inventis ergo hoc modo numeratoribus ^5 B, C,

fradiones partlales ex denominatoris Fadore (/»— ^zy or-

taf erunt — + —r-^ + ^

{f qzY (p qzy p qz

EXEMPLUM.

Sit propofita hsc frada Fundio z —;
, ex cu-

, , ^
(i

—

zy (i+zz)'
jus denominatoris Faftore cubico (1 — zy oriantur ha;fi-adio-

nes partialcs : + (-^1^ + Erit cf-

go M=zz 8c S= i + zzi unde fit primum ^=
pofito
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^

'
^- ^ pofito I — «= o feu «= u cx quo prodir A=^. Jam

_ M— AS . rp ^z,z— 4- I

ponatur T =^
^

— , crit T=
^ _

=— — •

— unde oritur B= ^ —
,

pofito «= i , ita ut fit

2 I
*

B ==— -l. Ponatur porro F= 1:=^?= ; eric

I Z 2 5 I +ZZ
pofito ^5= I , ita ut fit C= Quo circa fradioncs

4
partiales ex dcnominatoris Fa(Store (i — zY orts erunt

I I I

2(1— zy 2(1

—

z)' 4(1

—

z)'

45. Sr FunSiioms fra^a denominator N Fa&orem habeat

n A
C P — ^ z ) i fra5iiones partiales hinc ortA h

C p— q z
)"

B
,

C
, , K ^ .

h h H equenti

Cp— qz) (p— qz) ^ ^

modo invenientur.

Ponatur denominator N==(p— ^z)^'z^ atque, ratioci-

nium ut ante inftltuendo , reperietur ut fequitur

:

Primo ^= pofito «=A Ponatur ?=
Z ' ^

q p q z

Sccundo B= , pofito z= -i-. Ponatur Q= ^

z ^ q p — qz

Tertio C = -f^, pofito « Ponatur R ='2-^^^^
2 q p— qz

Quarto Z) == -§=
, pofito z= —. Ponatur S= ^

Z ^ q f qz

Quinto £=r= —-5 pofito a==~. &c.

Hoc ergo modo fi definiantur finguli numeratorcs confian-

tcs
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tes A, B, C, D , drc. invenlcntur omnes fradioncs partiales, C a p. II.

qua ex denoininatoris A'' Fadlore — ^« )" nafcuntur.

EXEMPLUM.

Sit propofita ifta Fundio fradla
^

cuius deno-
X ( I +z )

minatoris Fadtore nafcantur hae fradiones partiales ^ +
+ + ^ quarum numcratorcs conftantes invc-

niendos , erit M z= i + z z, atque Z =z 1 + z,* } &
-^=0. Sequens ergo calculus ineatur.

Primum eft A = f-= f^^pofito «;= o;ergo^= i.

Ponatur P= ^-^:=^= z— zz. Eritque fe-

cundo 5 =^=i-pli-, pofito o; ergo jB= o.

Ponatur Q= === = i~~z; eritque ter-

tlo C= ^=z~^, pofito x;= o: ergo C=i.
Ponatur = fcl££^—^— ^! — , _

K — I— zz
crit quarto D = ^=—^-nr^^ » po^to ^^=0; ex quo

fit D=— I.

Ponatur 5" = ~"" + "'.=~ ^+ ^^; erit
z z

quinto E——= —
,
pofi to = o ; unde fit E== o.

Qno circa fradiones partiales quaefita? erunt ha?

:

z' ^ z* ^z' z' ^ z

^\)\(^n Introdu&.inAnal.wJifj.parv, E ^6. Qua-
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I- 45. Qn£cunj!4e ergo propoftta fucrii Funllio ratlonalis fraf/a
— M . .— , ea fequenti mcdo in partes rcfolvclur , atque in formam Jim-

plicifftmam tranfmntahitur.

Q]ia?rantur denominatoris 'N omncs Fadorcs fimpliccs five

reales five imaginarii; quorum qui fibi pares non habcant, feor-

fim tra(ftentur & ex unoquoquc per §. 41 , fra<ftio partialis crua-

tur. Qiiod fi idem Fa(flor fimplex bis vel pluries occurrat , ii

conjundim fiimantur atque ex eorum produdo ,
quod erit po-

teftas forma? (/•— ^z)", qua?rantur frafliones partialcs con-

vcnienres per §.4^. Hocque modo cum ex fingulis Fadori-

ribus fimplicibus denominatoris erucse fuerint fra(ftiones parria-

les, turn haruin omnium aggregatum tcquabitur Fundioni propofitae

^5 nifi fuerit fpuria J fi enim fiierit fpuria, pars Integra in-

fuper extrahi atque ad iftas fraiiiones partiales inventas adjici

debebitj quo prodeat valor FunClionis ^ in forma fimpliciffima

expreffus. Pcrinde autem eft five fradiones partiales ante cx»

tradionem partis integri^ , five port quxrantur. Eordem cnim

cx fingulis denominatoris Fad:oribus prodeunt fradiones par-

tiales , five adhibeatur ipfe numerator A/, five idem quocun-

que denominatoris ^ multiplo vel audus vel minutusi id quod

reguias datas contemplanti facile patebit.

EXEMPLUM.

Qiiaeratur valor Fundlonis -77—^ -7-

—

-r-—• in forma

fimplicifiima expreffus. Sumatur primum Fador denominatoris

fol'tarius i+'^^j qui dat— = — i. erit M= \ ^ Z =
— 2 z,'^ + Hinc adfradionem ——- inveniendam, erit

I -t- ^

^T^^^^^^s 3 pofito ^=— I i idcoque fit ^ =



FUNCTIONUM.
— ^ 5 atque ex Fadtore i + z, oritur hxc fradio partialis Cap. II.

4 ( I 4-:^ )• J^"^ fumatur Fador quadratus ( i— qui dat

— = I. M= I i 8>c Z = i pofitis ergo fradioni-

bus partialibus hinc ortis
^ ^

+
^ ^

, erit ^ =
M -Z

p-i-^, pofito ergo ^ -1 i fiat P= —7=^"
I z*

2 2 = I +^;-f-^x-f-— a'; eritqueB=
-V 2

2-==
_^^4 > pofito = I i ergo B =

& fradliones partiales .quccfitie
^ ^

^

^ +
^ ^ ^

Denique tertius Fador cubicus 2.' dat = o j A/= i j &
2=1 — ^— 2:^.4- z\ Pofitis ergo fi-adionibus partialibus

his — H ^ -{
J erit primum. A=-—=

z z N I

—

z— zz~^z

pofito z= o J ergo A= I. Ponatur P= = i 4-

p
z— zz, erit B= --, pofito a =«=oj ergo jB=:i. Pona-

tur Qj== — 2— zz; erit C= » pofito o

;

ergo C= 1. Hanc ob rem Fundio propofita

• I I 2 I

in hanc formam refolvitur —j H r i~ -r7~. 7T*Z Z Z 2 J Z J

+ ~~-—: ;— —t : nulla cnim pars integra infuper acce-
4(1

—

z) 4(1 + ^)
.

^

dit, quia iradio piopofita non eft fpuria.

E a CAPUT



^6 DE TB^ANSFO F^MATI ME FUNCTIOMUM
Lib. I.

^

C A P U T I I I.

De transformatione Fm^'tomm per fiilpflitutionem,

j^6, ^ Si ftierit y YunCtio ^UAcnncjue ipfim z , atque z defmatttr

w3 per novam variabilem x , turn quoque y per x defimri poterit.

Cum ergo antea j fuiflet Functio ipfius 4 , nunc nova qu.^n-

titas variabilis x inducitur , per quam utraque priorum jf & 2s

definiatur. Sic, fi fuerit ^=
^ ^ ; > atque ponatur ^= —p—

;

hoc valore loco -l fubftltuto , erit y= — — . Sumpto
•' I + XX '

ergo pro x valore quocunquc determinato , ex eo repcricn-

tur valores dcterminati pro ^ & ^ ,
ficque invenitur valor

ipfius y refpondens illi valori ipfius qui fimul prodiit. Uci fi

fit x= -^j fiet 2;== Sc^i^rr:-^; rcpcritur autetTi quoque

^=— , fi in ^ ^, cui expreffioni J jequarur, ponatur z=—«

Adhibetur autcm h;rc nova? variabilis introduiftio ad dupliccm

fincm : vcl cnim hoc modo irrationalitas , qua cxprcfTio ipfius

y per dara iaborat , tollitur j vcl quando ob ajquationem al-

tioris gradus, qua reiatio inter y ^ ^ cxprimitur, non licet Fun-

(ftioncin cxpliciiam ipfius 2. ipfi y tequaicm exhibcre, nova va-

riabilis X introducitur , ex qua utraque^ & * commode dcfiniri

queac : unde inlignis fubftitutionum ufiis jam liitis elucet, ex

fcqiientibus veto multo clarius perfpicictur.

47. Si fuerit v = v^(aH-bz); nova variabilis x per quam
uir.Hjue z y rationaliter exprimatur , fequenti modo invenictur.

Qtoniam tarn z, quam y debet efle Fundio rationalis ipfius x;

perfpicuum eft hoc obtineri fi ponatur \J(^u \- bz^^=h x : Fiec

enim primo y^=zbxi & a+ b:i=:bbxx ^ hincque z—bxx ^*

Qiiocirca utraque quantitas ^ & z per Fundlioncm rationalem

iphus X exprimiiur J fcilicet cum C\t y=\/(^a-i-bz) fiat z= bxx
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o. /- . X . 1 • " / / ca P.m.
48. oV fuent y= (aH-bz) \ nova 'vartabilts \^ per quam

tarn Y quam z ratlonaliter exprimdtur , fic reperietur.

Ponatur)'= ^ » netque =Ar idcoque
n •

(rf-h^x) =a:: ergo ^+ «'2;= x « 2;=—^ iic

ergo utraque quantitas y dc z rationaliter per x definictur, ope

fcilicet fubftitutionis z~^^—^—-y quae pr^bet y= x '011301-

vis igitur neque y per neque viciflim z per y rationaliter

exprimi poffitj tamen utraque reddita eft Fundio rationalis no-

v« quantitatis variabilis x per fubftitutionem introduda: , fcopo

fubftitutionis omnino convenienter.

11 •

"

4P. 0/ /^^f'r// y= C
f-j- gz ^ ' requtritwr nova quantit04 va-

riahi/is x /f"?* ^/^rfw utraque y & z rationaliter exprimatur.

Manifeftum primo eft fi ponatur y --=x , qujefito fatisfieri j

erit enim — ) =Ar , ideoque rr-. — ^ ; ex qua

sequatione elicitur z= ^ ^ ; qua? fubftitutio priebet^— x .

gx b

Hinc quoque intellieitur ft fuerit
, / ) = ,

^
) ,

tarn y quam rationaliter per x expreflum iri , ft utraque formula

ponatur == x ; reperietur enim ^= — 8cz= —
:

J^x Q gx b

qui cafus nil habent difficnltatis.

50. Si fuerit y= (( a+b z)(c+ dz))i fuhflitutio idonea

invenietur
^
qua y ^z rationaliter exprimuntur ^ hoc ntodo.

Ponatur v/ ((^ + ^z.) (i-+ ^2.))= ( ^s) a: , facile enim

perfpicitur hinc valorem rationalcm pro z, efte proditurum ;

quia valor ipfius z. per xquationem fimplicem determinatur. Erit

E 3 ergo
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c—

I- ergo c-i~dz~{n-\-hz,)xx^ hincquc ij= — Q[iarc

f bxx a

— (a4-lfz) X habebitur y ==
ajQjc^

Fundio ergo

irrationalis y=:\/ ((a-^bz^C^c ad ratlonalitatcm per-

ducitur ope fubftituticmis z = r — j quippe quae dabit

t? X X '
^ G»

{a-— z.))\ ob^= 4-ij c~ d =^— i, ponatur z =
a axx . _ 2 ax

J eritque y — —p— . Quoties ergo quantitas poft
I "T^ XX I ^ ^

figniim v/ habuerit duos Fadores fimplices reales , hoc modo
redudio ad rationalitatem abfolveturj fin autem Fadorcs bini

fimplices fuerint imaglnarii, fequenti modo uci prseftabir.

5 I . Sit y == y/ (p-hqz+ rzz)j at^ue requiritur fubjlitutio.

idonea pro z fac'tenda , ut valor ipfius y fat rationale.

Pluribus modis hoc fieri poteft , prouc / & ^ fuerint quan-

titates vel affirmuiv* vel negativa?. Sit primo p quantitas

affirmativa, ac ponatur a a pro /> ; etiamfi enim p non fit qua-

dratum , tamen irrationalitas quantitatum conftantium prselcns

negotium non turbat. Sit igitur

I. y= y/{aa + bz-\- czz ) ; ac ponatur \/ (^aa + bz czz )= 4 xz i erit b -i- cz= lax xxz i unde fit z ==
b 2 ax . bx axx ac „

: turn vero erit y ==a-\-xz=^ iubiz dc
XX C •' XX c

y fuftt Fundliones rationales ipfius x. Sit jam
II. = v^C aAzz -k- bz-\-c^\ ac ponatur \J ( aazz-\- bz-i-c)

= /tz-tx-y ent bz-{-c= 2axz+ XX ^ 8c zzrzz'p^ Turn
' b 2ax

^..^ , ac-\-bx axx
autem nt 'i= az-\'X= —j—^

.
•' b 2 ax

III. Si fuerint p 8c r quanritates negativa?; turn, nifi fit

>4/'r, valor ipfius
_y

femper erit imaginarius. Quod fi au-

tem fuerit ^^^^pri expreffio p + ^^-i-ra^ in duos Fadores

refolvi
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refolvi poteric ,
qui cafus ad §. prarced. reducitur. Sarpennme- Ca_

ro autem commodius ad banc formam reducitur, y = V ^aa

4-(^4-i-z,j(</4-^^)); pro qua ad rationalitatem pcrdu-

ccnda ponatur y= a 4-(^-f-^-5).>fi eritque d + ez^= lax

-{-b xxA^ cxxz ; unde fit z = — Sc y =
cxx "

^-^^
. Intcrdum commodius hen

cxx e

poteft reductio ad banc formam, y= \/ (^aazz 4- ^cz")
^ z) ). Turn ponatur y= a z {b c erit d+ez.

= 24X2; -^-hxx + cxxz 8>c z = — ^
, atque

e 2ax cxx ^

a ^+ (he cd) X abxx

^ e 2ax cxx

EXEMPLUM.

Si habeatur ifta ipfius z Fundtio irrationalis y=\/(— i4-3«

— qu2E cum rcduci queat ad hanc formam jy
= v(i

—

^

4-3^— ^s)=v/(i— (i— z)(2 — 2;)); ponatur y=
I — ( I— z)x, erit — 2 4-2-=— 2x4--'*^^— x x ^ &
z= '— + Deinde eft i — ^ = ~ ' + &

I -f •xx I 4" *x

7= I •— ( I
— z)x= ^

Atquc hi funt fere
I X X

cafus, quos Algebra indeterminata , feu methodus Diofhantaa^

fuppeditat ; neque alios cafus in his tradatis iion comprehen-

fos per fubftitutionem rationalem ad rationalitatem reducere li-

cet. Quocirca ad alterum fubftitutionis ufum monftrandum

progredior,

52. Si ^ ejufmodi fuerit TunBio ipftm z ut fit ay* 4-bz 4-cy ^

z ^= o , invenire novam varlabilem x , fer quam valores ipja-

rum y z exflicite ajfignari ejueant.

Quoniam refolutio ^quationum generalis non habetur , ex

^quatione propofita ay'*' \-bz -\- cy z ~o neque ^ per

z nequc
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L I B. I. ^ neque viciirim z per y cxhiberi poteft. Qiio ig'tur huic incom-

modo remedium afferatur ; ponatur y^x z, ,
eritque ax

^«"4,^^^ + cx'^'^ ;^y"+^= o. Djterminetur nunc ex-

poncns n ita ut ex hac ^quatlone valor ipfius z. definiri queat

:

quod tribus modis pr^ftari poteft.

I. Sit = G ; ideoque » crit ,
xquatione per z

= divifa, + ""^^

oritur z = ax*''^ —_b_
^
yn € + ^

, five

em

^ . ax ^ xgy «G+ «ar

C X'

II. Sit €= y » 4- ^ feu »= ^; erit, ^quatione per

y

«i^divira,4x*^;!:*''~^ + ^+^x^"'= o; tinde oritur

atquc ^
^Wi ^ — gx^^ V g g

<sfi)^

<I X

III. Sit =y»4-dl^, feu « == ; erIt, xquationc

per divifa, a x'^-^bz^— + ^x^'^^^^ o i unde oritur

I

2i=( A >
—
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« y Cap.III.

ctm ym — ;

Tribus igitur diverfis modis eruta? funt Fundliones ipfius x,

quae ipfis z Sc y funt ajquales. Prsrtcrca vero pro numerum

pro lubitu fubftituerc licet cyphra cxccpta ; ficque formuls: ad

commodiflimam expreflionem reduci potcrunr.

EXEMPLUM.
Exprlmatur natura Fundionis per banc ^quationem y^-\-z*— cyz,= o

; atque quotrantur Fundioncs ipfius x ipfis y ^ -z,

xquales. Erit ergo a= — i ; ^=— i ; «= 3 j 3 ;

y= I J & I. Fiinc primus modus dabit, pofito m= 1 ,

= ) quarum exprefTionum utraque adeo eft ratio-

nalis.

Secundus modus vero dabit hos valores :

^ =(1ii^' )'',&;,= X ( ^^^^ )"',
five

Tertius modus ita rem cxpediet ut fit

«= (f AT X')''\ ^ y — X (^C X a:'
)^^

5 3 . ii////^' 4 pofleriori intelligitur cujufmodi xquatimes , quibus

valor Tunclionis y ^f';' z dcterminatur , ^f't" z//i?^(? novam 'variabi-

Urn X introducendo refolvi queant.

Ponamus enim rcfolurione jam inftituta prodiilTe has deter-

Euleri lmrodu6i. in Anal, infn.parv, F mina-
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minationes = ( ) ,
atquc y= x

A + 8x^4- Cx 4-&C.

. «x** 4- ^3c^ 4" ^ + &c. v^
*^

. p p q o, u:«*
( ) J entque jy^= z.^ ; & nine

A-^Ext^-^Cx^ +&C.

x—yz. Cum igitur fit a ^ = — ^5
, li

^ 4-Bx^4-Cx'' 4-&C.

loco X ejus valorem y z ^'^ fubftituamus ; prodibit ifta ae-

. r.p ay'*z~'^'^-'^+ hy^z~^^-'^+cyyz'~'^'''-^+ See,

'

quatio z ^= '—^
i

A+Byf^ z—^'^-^+ Cy" z— '^-^+ &c.

qux reducitur ad banc ^z""'^+ Byf^ z^''—' ^ ^ Cy'

1 _^ —. ay z ^ ^ by z

'{'Cy'^ z y^i- P &c. qu^ multiplicata per 2;* ^
'
^ tranHblt

in banc: ^>^+^>^4-B/ ^^'^2—
^?+'->^+c/

4-&c.:=^7*4-^/^^*^"~^^^-^4-9^ ^^'^^~y^^ = ^4-&c.

Ponatur ^1+-^= = « : fiet ^ = « — € ;

f= » J & r= ct m— € w— ct n : atque nalcetur ifta aequatio

:

— ^) + &c. quje

propterea ita refolvetur ut fit ;

^ ^
^x'*4-i'x 4-':xy 4- ^ 44 C »i « « ^
^4-Bx^4- Cx" 4- &c.

- \n

^ ^ ^
^x"* 4- 4-cxy 4- & c.

^ aw— G"^^^ « ;r

^4- BxA*4-Cx*' 4- &c.

Vel ponatur =m . ^ ^.q^^ + r
^^.^ ^_

^
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= ciXj & ==
, atque — =z m —

. Hmc
p p ^ P M-

—
fit p= f*; ^ = m — »j dc r= iu,m— am ecn-j atque

hxc squatio refultabit

:

A^" + 5/;^^^ +C/r^'^""''^'''~"^-'^ + &C.= 4/

Hh &c. quae ita refolvetur ut fit

:

^
^
ax -^hx +cx' &c.

lu,
in etrn-^ccn ^

A+Exf^+Cn" + &c.

A+Bx^+Cx^-^Sic.
54. .S/ y pendeat a x tit fit ayy 4-byz + czz + dy

4- e z = o , fequenti modo tarn y quam z rationaliter per mvam
'variahilem x exprimetur.

Ponatur y = xz, , erit divifione per z. fa(5la :

41XXZ + ^Ar2; + ^'2;+^''f + ^ = o, cx qua repcritur

& ,7
=

At vero ad formam propofitam leduci poteft hare jequatio

inter y dc z: ayy + i^yz-^czz-^dy-i-ez-i-f= o dimi-

nuendo vel augendo utramque vnriabilem certa quadam quan-

titate conftanre , unde & hacc a?quatio per novam variabilcm

X rationaliter explicari poteft.

S5. Si y ita pendeat a z , // ay' -f- b y* z +cy z* H-dz'
4-eyy 4-fyz + gzz == o j fequenti modo tarn y quam z

rationaliter per novan't variahilem x exprimi poterit.

Ponatur ^= AT z , & fa(fta fubftitutionc tora jcquatio per zz
dividi poterit: prodibit autem ax^ z -^hxxz -f- cxz + dz

U1 * CXX fx * '

nde oritur zz=z
,
—-j^

—

-~
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Lib. I. Ex his cafibus facile intelligitur quemadmodum afquaiioncs

aUiorum gradiuirrij quibus per z definitur, comparatx elk* de-

beant , ut hiijufmodi refoliitio locum habere qiieat. Ceterum

hi cafus in fuperioribus formiilis §. 53. continentur : acqiiia

formulx generales non tarn facile ad hujufmodi cafus Ixpius

occurrences accommodantur , vilum eft horum aliquos feorlim

evolvere.

55. Si y ita pendeat a z ut fit ayy + byz-f- czz= d

hoc rnodo utraque quantitas y ^ z per novam variahilem x expri-

metur.

Ponatur y= x z, , eritque ( axx -f- ^.v -f- r ) = d , ideoque

z,= \/ i—— 6c y =zx \/ ~—
axx -f- t^x^ c axx + I'X -f- c

Simlli^modo fi fueric , -f- Ify^'z, -j- cyz,"- -f- dz^= ey -\-fz;

polito y= xz y tota a^quacio per z divifa dabit + ^xx

cx d) zz =s ex -i-fi unde oritur z= \/ ,
,

^.^ —-.-
, ;

ax -^bxx-\-cx-f-»

& y= AT y/ -
. .

Hi autem cafus aliique
ax -\~ b X X -\- c X -f- a

fimilcs refolutiones admittentes comprehcnduntur in fequente

paragrapho.

57. .5V y ita pendeat 4 z ut fit ay"^4-by"^ ^ z+ cy"^ ^ z*

+ dy ^ z' -f- &c. = ay 4-ey z+yy z*,

ii'~~3+ <^ y z ' + &c. Scquenti modo tarn z quam y commode per

novam variabilem x exprimetur.

Sit y==xzy atque fada fubftitutione tota jequatio divldi

poterit per 2,"
, fiquidem exponens m fit major quam/?; eritque

{^ax -\~ bx \- c X + 6cc. ) z = a x

H-Cat'^ ^ + y^" ^+&:c. unde obtinebitur
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« . ^ ti— I . 71—2 , . w ] , - i.(w; «) Cap.III.

<ix +flX + occ.

?/ « 1 H—2 .«— J — «)
+Gx -T"yx +c'x + cxc. X

J*
= (

—~—;—
^
—-— ;

ax -^-hx -^cx + +
H^c fcilicet refolutio locum habct , (i in iequatione naturam

Fundionis y per z. exprimenre , duplex tantum ubique occurrit

dimenfionum ab & fumptarum numerus ; uti in cafu trac-

tate in (ingulis terminis nunierus dimenfionum vel eft m vel n,

58. Si in aquatione inter y & z tripUcis generis dimenfiones

occurrant , quarum fumma tantum fuperet mediam , quantum h<zc

media infimam , ope rtifolutionis mquatienis quadrate variabiles y
Z per novam x exprimi poterunt.

Si enim ponatur y == x z , divifione per minimam ipfius z

poteftatem fada, valor ipfms z per x, ope extradionis radi-

cis quadrate exiiibebitur , id quod ex fequentibus exempHs

erit manifeftum.

ExEMPLUM I.

Sit ay^ -{-by^z -\- cyzz -\- dz^ =. leyy ifyz -\- 2gzz~\- hy -\- iz

i

ac ponatur ^ = AT : erit, divifione per z fada , (^ax^-{-l;xx

+ CX -i- d) zz =. 2 {ex!c+fx-t-g)z+ hx-\-i ; ex qua fc-

quens ipfius z obtinebitur valor :

exx 4"/^ "f" —^ ^((exx -\- fx-\-0Y -^-(^x.^ -\-hxX'^ cx'^d)(hx-{-iy)

ax^-^^yxx-^-cx-^d
quo invent© erit y=:xz,

ExemplumII.
Sit;!^ =ziaz^-{- hj + czi ac, pofito^= xz, erk x^ z*z=2azz

-i-^x+ cj ex qua reperitur zz= 1 1 ^
j &

^^__ \/U^K/(aa+b..*-^cx^)) ^ \^'(a::±y/(aa+bx'+cx^

)

)

F 3 E X E
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Lib. I. EXEMPLUM III.

Sit y^" r= lajz,^ -{-hyz,* -j~ , in qn.i cim dimcnHoncs fint

lOj 7, &45 ponatur = ; aique aequatio per z-"* divilaabibit

I o

unde invenitur = —== —
; ideoquc

cm z, == ^ ^ — ^
^ — ; atque y =

^ ^ —-^—
-J,

•
. tx qiiibus exemplis ulus hu-

jufmodi fubfticutionuin abunde perfplcitur.

CAPUT IV.

De explicatione Fun^iwmm per /cries infinitas.

jp. y^Um Fundiones fraCl^e atque irrationales ipfius z. non

V»>< in forma integra A-{-Bz.-\~ Cz^ Dz^ + &c. con-

tinentur , ita ut rerminorum numerus fit finitus , quaeri folcnt

hujufmodi cxpreHlones in infinitum excurrentcs, qua? valorem

cujufvis Funftionis five fradtce five irrationalis cxhibeant. Quin

etiam natura Fundionum tranfcendcntium melius intelligi cen-

fetur, fi per ejufmodi formam , etfi infinitam , exprimantur.

Cum enim natura FunClionis integrs optime perfpiciatur , fi

fecundum diverfas poteftatcs ipfius z explicetur , atque adeo ad

formam A -h Bz Cz'' Dz^ +&c. reducatur, ita cadem

forma aptiffima videtur ad rcliquarum Fundionum omnium
indolem menti reprsefentandam , etiamfi terminorum numerus

fit revera infinitus. Perfpicuum autem eft nullam Fundioncm
non integram ipfius z per numerum hujufmodi terminorum

y^-f- Bz -f- Cz"^ -f- &c. finitum exponi pofle i eo ipfo enim

Fundio
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Fun<5lio foret Integra; num vero per hujufmodi tcrminoruno fc- Cap.1V.

riem infiniram exhiberi poffit , fi quis dubitet , hoc dubium "

per ipfam evolutionem cujufque Funftionis tolletur. Quo au-

tem ha?c explicatio latius pateat , praetcr poteftatcs ipfius z ex-

ponentes integros affirmativos habentes , admitti debcnt pote-

ftatcs quajcunque. Sic dubium erit nullum quin omnis Fundio

ipfius z in hujufmodi exprcflionem infinitam tranfmutari poffit

:

A z'^ B z. C -i- D z, 4- &c. denotantibus exponen-

tibus ^, &c. numcros quofcunque.

60. Per divijimem autem comimam mtelligitur fracJionem

a ri • • I r r a agz, a£*2*
rejohjt in bancJeriem tnjmttam 5 H ^

—
a€'z* a^^z*— + —J ^c.

J ^UA J cum quilibet terminus adfe-
St CI,

quentem haheat rationem conjlantem i : — , vacatur feries geo-

metrica,

Poreft vero quoque hsec feries ita inveniri , ut ipfa initio

pro incognita habeatur : ponatur enim ^ ^ A + +
<* "T" £^

Cz.* •\-Dz^ -\rEz'^ + &c. atqucad sequalitatem pfoducendam
quaerantur coefficientes A, B, C, D, '8cc. Erit ergo a=

C^+fi^+ + + ^c. ), & multiplica-

tionc a(ftu perada fiet

a^^ccA + «Bi + + + &c.

+ €y4^ + €5^* + + CPii^ + &c.

Qiiamobrem effe debet 4= <cA, ideoqueA=~ ,8c co'ef-
cc,

ficicntium uniufcujufque poteftatis ipfius 2, fumma nihilo squalls

eft poncnda : unde prodibunt \\x aequationcs

,

« B + €^ = o cognlto ergo quovis cocfficicnte

« C + € B = o facile reperirur fcqucns ; fi enim
«D + = o fuerit coefficiens termini cujufque =P
«E+Ci)=o & fequens = <2^erit «Q^+€F= o

&c. five (i=
Cum
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^" Cum igltur terminus primus A (it dcrcrminatus = — ex co

fequeiites littera? B, C, D, Sec. dcfiniuntur cotlcin modo,
quo ex diviiionc funt orti. Cctcrum ex infpedionc perfpicltur

infericinfinitapro inventa potcftati« z," coetficicntem fb-

re = + J ubi fignum + locum habet fi » fit numerus

par, fignum — autem fi « fit numerus impar : feu coefficiens

crit = -C"^) .

6 1. Simiit modo ope divifionis contintiatA hdc Tun^io fraBa
a + b 2 feriem infnitam convent potefi.

Cum aurem divifio fit t^ediofa, neque tam facile naturam

feriei infi'nita: oftendat , commodius erit feriem quxfitam fin-

gere , atquc modo ante tradito determinare. Sit igitur

j^t^l = ^-f Bz Cz.^ -\-Vz} ^Ez,^ -\- &c.

multiplicetur utrinque per Gz, + y zz. , atque fict

4-\-i/z~ciA-i'<iBz-^ «,Cz^ 4- ctDz^ 4- «,Ez'^ + ^c.

^yAz^+yBz' -\-yCz^ -^^C.

Hinc erit et A = a ; » B + Q> A ~ b ; unde reperitur

A= — & jB = ^— ; reliqusE vero litteras ex fequen-

tibus sequationibus determinabuntur

:

fltC+€B "^ry A == o hinc ergo ex binis quibufque coeffi-

aD+^C+yB=o cientibus contiguis fcqucns repcri-

a, E QD-\- y C = o tur. Sic fi duo coefficientes conrigui

aF + ££" + yi? =: o fuerintF, fequens crit uR
&c. +gQ+ yF=.ofeui2= =:^^^=^.

ct

Cum igitur dus litrerae prim^T A 8c B jam fint invent.^ fe-

quentes C, Dj £, F (Sec. omnci fucceUive ex iis invenicn-

tur J
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tur 5 ficque repcrietur Series infinita ^+ -5«+C£*+i?^*+&c. Cap.

Funtftioni fradse propofitjE
-^J'+yz''

EXEMPLUM.

Si fuerit propofita hxc fradtio
^

, hulcque ajqualls

ftatuatur Series Bz. + C^* + D z.^ Sec. oh a~i ;

i> == 1 ; cc= I i Q=— I J y .=— I erit A= 1 i B= ^i

turn vero crit

C= B A quilibet ergo coefficiens squalis eft fum-

D= C+ B mx duorum pretcedentlum j quarc fi co-

E = D -{-C gniti fuerint duo coefficicntes contigui

F =E+D P ScQj erit fequens R= P-i-Q^
&c.

Cum igitur duo coefficientes primi A 8c B fint cogniti , fradio

biopofita—^ ^
^

in banc Seriem infinitam tranfmutatur
* * I— z— zz
1 4- 3- + +7-2'' + i8s^ + &c. , quienuUo nego-

tio quoufque libuerit continuari potcft,

62. Ex his jam fatis intelligitur indoles Serierum infinitarum,

in quas Fundtiones fradse tranfmutantur ; tenent enim ejufmodi

legem , ut quilibet terminus ex aliquot prxcedentibus detcr-

minari poflit. Scilicet, fi denominator fradionis propofita fue-

rit « + Qz.y atque Series infinica ftatuatur

J-{~Bz.-i-Cz-h +P/+Q5"'^'+/?^"'^Vi'4""*"^+ &c.;

quilibet coefficiens ex prarccdente P Colo ita definietur ut

fit« £^4-^^'= o. Sin denominator fuerit trinomium ct+ Cz-^
yzz

^ quilibet coefficiens Serici R ex duobus prarcedenti-

bus 6i P ita definietur ut fit « i? + ^Qj+- yP=o: fimili

modo fi denominator fuerit quadrinomium , ut at -{-(^z-i-yzz-i-

^ , quilibet coefficiens feriei S ex tribus antecedentibus

R, Q8c P ita determinabitur , ut fit S+ Q R-\~y Q-^ ^P=o

,

^xAtii InirodH^. in Anal. wfin,pnrv, G ficque
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Lib. I. (icque de ceteris. In his ergo Scriebus quilibet terminus de-

tcrminatiir ex aliquot antecedentibus lecundum legem quandam

conftantem , qu^ lex ex denominatore fradionis banc Seriem

producentis fponte apparet. Vocari autem ha: Series a Celeb.

MoiVR^o, qui earum naturam maxime eft fcrutatus, fo-

lent recurrentes , propcerea quod ad terminos antecedentes eft

recurrcndum , fi fequcntes inveftigare velimus.

55. Ad harum porro Serierum formationem rcqniritur ut dc-

nominatoris terminus conftans a non fit =0 : cum enim in-

ventus fit terminus Seriei primus -4= — , turn is, turn om-

nes fequenres fierent infiniti, fi eflet o. Hoc ergo cafu

exclufo 3 quern dcinceps evolvam , Fun(rtio frada in Seriem in-

finitam recurrentem tranfmutanda
, hujufmodi habebit formam

—I T-T ; ubi prrnium denomma-
I a? Q>Z yZ iz &c- '

tor/s rerminum pono = i , hue enim Temper fradio reduci

poteft , nifi is fit =0; reliquos autem denominatoris termi-

nos omnes tanquam negatives contempror , ut Seriei hinc for-

mataj omnes termini fiant afHrmativi. Quod li enim Scries re-

currens hinc orta ponatur A Bz-^-Cz^ -HZ?4' +Ec'^+&c.
coeilicientcs ita detcrminabuntur ut fit

A~a

D= ccC+Q.B -\~yA-\-d
E^zctD-i-i^C-^-yB+JA+e

Sec.

Q^iilibet ergo cocfficiens Eequalis eft aggregate ex multiplls ali-

quot prcTcedentium una cum numero quodim
, quern nume-

rator prarber. Nifi autem numerator in infinitum progredia-

tur, ha:c additio mox cefi^abit, atque quivis terminus fccun-

dum legem conftantem ex aliquot praecedentibus determinabi-

tur. Ne ergo lex progrefTionis ufquam turbetur conveniet

Fun(flio-



PEI^SEB^IESINFINITAS.
Fundionem fradam gcnuinam adhibcrc : fi cniin fiaftio fpuria C a p.IV.

accipiatur , turn pars Integra in ca contenta ad Sericm acccdcr ,

arque in illis terminis
,
quos vel auget vcl minuit, legem pro-

grcflfionls interrumpet. Exempli gratia hxc fradio fpuria

I + ^z—^j^^
^ pr^bebit banc Seriem i + 3 ^+ 42:^+ 6z.^

H- I c^:'^ + i5c' + 2(5z" + ^2z7 + &c. ubi a lege
,
qua quivis

coefficiens eft fumma duorum pra:cedcntiuna , terminus quartus

6^^ cxcipitur.

54. Peculiarem contempiationcm Series rccurrcntes mercn-

tur, fi denominator fradionis , unde oriuntur , fucrit poteftas.

Sic , fi ifta fradio
a-^ bz

Seriem refolvatur , prodit

a-^r 2ctn -i- 3 2 ^cx.^ a
3 -J- 5 ^ + &c.

•2^ ^ Z> 'Zj

b + 2 .^ ^ + 3 a* ^ -r ^

in qua cocfficiens poteftatis s." erit i^a^-^-nc^^ ^h. Erit

tamen hxc Series recurrens
,
quiaquilibet terminus ex duobus

pracedentibus determinatur
, cujus determinationis lex perfpi-

ciiur ex denominatore evoluto t — 2^2:+ ccazz. Si pona-

tur «= I &2:= 1 , abit Series in progrclTionem arithmeticam

generalcm ^ + ( 24 +^) + ( 3^2 + ih^ (^^a-\- 3^) + &c.

cujus differentisE funt conftantes. Omnis ergo progrefTio a-

rithmetica eft Series rccurrens : fi cnim fit

A-^ B + C+ E + F+ &c. progrcfTio arithmetica, erit

C=2B — Ai D= 2 C— Bi E=2D— C, &c.

6y Deindc h.TC fradio ob ;—L—

^

= I -h 3 «^ + 2.^ + 10 a' 2-' + 15 ct^zf 4- &c. trans-

mutabitur in banc Seriem infinitam :

G 2 in
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L i b. I. in qua poteftas coeificientem habebit ("'^^^(^^ ^} X
nS21±Sl b + CZL=JL> ^ c. Qiiod fi autem

I. 2 * ^
I. 2

*

ponatur «. == i & ^= i , Series h«C abibit in progrcflfio-

nem generalem feciindi ordinis
, cujus differentiae fecundar funt

conftantes. Defignet A + £+ C4-I? + £' + &c. hujiif-

modi progrefTionem , erit ea fimul Series rccurrens ,
cujus qui-

libet terminus ex tribus antecedentibus ita determinarur ut fit

J9==3C— 3fi4-^> E=3Z?— sC+JBi F^lE—^D^ C^Q.
Cum igirur terminorum in progrefTione arithmetica procedcn-

tium fecundx difFerentiie quoque fint jequalcs , nempe ;= o ^

hxc propriecas quoque ad progrelTiones arithmeticas exten-

ditur.

66. SImiH modo haec fraftio
+

( I— ttzy

Scriem infinitarn , in qua pote/las ipfius n quaecunque

hunc habebit cocfficientem ( " + O ( » +O ( » + 3j » ^^
1 . 2. 3

«C» + OC« + 2) n 1 y
(n 2

I. 2. 3 2. 3

(^ZIlJL2i?L=ZLLli^ 3 ^ . pofifo ergo «= I & = I ;
1 . 2. 3

bsec Scries in fc comple6^:erur omnes progrcflioncs algcbraicas

tcrtii ordinis, quarum differentia' tertiie funt conflantes: omnes

ergo hujus ordinis prog' efifiones, cujufmodi A-{- B-\~ C-^ D
-f E-f- F+&C. erunt (imul recurrentes ex dcnominatore i— 4^;

4- 6z,z. — 4^* 4--^'* orta? ; unde erit E= 4 D— 6 C+
d^B — A; 'F=^E— 5P+4C

—

B dec, qu£e proprictas

limul in omnes progrefliones inferiorum ordinum compctir.

67. Hoc modo oftcndentur omnes progreiTiones algcbraicas

cujuscunquc ordinis , quae tandem ad differentias conftantes

deducunt j cife Series recurrentes
,
quarum lex dciiniatur ex dc-

nominatore (i— exiftentc ^ numero majore quam is,

qui ordinem progreflionis indicat. Cum igltur a"'



I ^ * y * J

m
{a-hz + +

P£J^ SEB^IES INF'INITAS. ^3

+ 2 ^) "^+(^4-3^)"^ +&C. cxhibeat progrdTio- C a p.lV.

nem ordinis m j erit ob naturam Serierum recurrentium
tn m . n

= 4— —(-^4-^) + ia + ih^)

n(n I ) ( w 2 )

T. 2. 3

'

-j-C'^+C^— i ubi figna fiiperlora valent

fi fit Humerus par , interiora aurcm Ci /t fit numerus impar.

Hecc ergo iequatio Temper eft vera fi fuerit » numerus integer

major quam m. Hinc ergo intelligitur quam late pateat doc-

trina de Seriebus recurrcntibus.

68. Si denominator fuerit potefias non binomii fed multinomli,

natura Seriei quoquealio modo explicari poteft. Sit nenipe Uxc

fradio -j-— pro-

(l---ccZ—Gz' yz' &c. )'"'^ '

pofita , erit Series infinita hinc nata

I I. 2

T
J
— r

Ad naturam hujus Seriei penitius infpiciendam , exponatur hicc

Scries per litreras gcnerales hoc modo

:

1+^^+5 + C;^' + ...+ '^\-hz~^ +Mz
N z " &rc. , ac quilibet cocfficicns N ex tot procedentibus,

quot funt litterac a.Q.y.J'. &c. ita determinabitur ut fit: N
tl±_^M+^^eL-h^^%^+^^^V/+&c.

n n n n ^

qux lex continuationis etfi non eft conftans , fed ab exponen-

te potcftaris z pendet , tamen eidem Seriei ah*a convenit lex

progreffionis conftans, quam denominator evolutus proebetjna-

G 3 tiuac
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Lib. I tura: Serierum rcciirrentium confentancam. Ilia vero lex non

confi:ans tantum locum habet fi numerator fradionis fucrit uni-

tas feu quantitas conftans ; fi enim quoque aliquot poteflatcs

ipfius z, contineret , turn ilia lex mulro magis ficrct complicata,

id quod poft tradita calculi diftcreiitialis principia facilius pa-

tebit.

69. Quoniam hadenus pofuimus primum dcnominatoris ter-

mlnum conftantem non eflfe == o , cjufque loco unitatem col-

locavimus ; nunc vidcamus cujufmodi Series oriantur , fi in

denominatore terminus conftans evanefcat. His cafibus ergo

Fun6lio fraula hujufmodi formam habebit

^(._,,—

y

convertatur ergo, ncglefto deno-

minatoris Fadlore ^, reliqua fra(5lio
"

^"^^^"^^^f"^ ^' in Se-

rlem recurrentem A -\~ B z, C z.^ -h D + &c. atque

manifeftum eft fore ^^^"tx''"^^L ,
= ^+ B+Cz

zil ctZ (oZ
—yZ^ &c.) z

+ Dz' + &c. Simili modo erit ; + ^^+ ^^*+ &c.

ctz fo* &C.)

A B= 1 hC+ 4- + ^^C' 5 atque generatim erit

a + bz+ cz^ + 8ic. A , B , C-_— :— = -j- -i-

Z (I— &?. yz — occ.) z z z>n

+ &c. quicunquc numerus fuerit exponens w.
z

70. Quoniam per fubftitutionem loco 5 alia variabilis .v in

Fundlionem fradlam introduci, hocquc pa(5lo Fundio fraifla quar-

vis in innumerabiles formas diverfas tranfmutari poteft; hoc
modo eadem Fundtio frada. infinitis modis per Series recurrcn-

tes explicari poterit. Sit fcilicet propofita hxc fradio y ==

— &. per Seriem recurrentem * = j + 2 ^ +
Sz.* + + + &c. : ponatur z :=: ^ crit ^



PEB^SElilESINFIMITAS.
= + " ^— x(i + x)^

Jam -L+^==,+ Cap.IV.
XX X I I 4- X XX I + X XX

ox + XX — x^ + zz.* — 3 X* + 5 >r * — &c. i unde
erit y= — X + ox*— x^ + -"^^ -— 2 x^ + 3 — +
&c. Vel ponatur ^ = »--Ht^= ~!^I_"^^ ;un-

de fit =— 2— lo X— 42 XX— 178 — 7 54^'^— &:c.

cujufmodi Series recurrentes pro innumcrabiles inveniri pofTunr.

71. Funftiones irrationales ex hoc theoremate univerfali

in Series infinitas transformari folent , quod fit ( P + Q)"
m „ —ZT" ^ . }7i ( m n )

n n, 2 n '

m ; w
m ( m n) (m—> 2 n )

n. 2n. 3 ;/

P " 01 -h dec. : hi enim

termini , nifi fuerit — numeriis integer affirmativus , in infini-

tum excurrunt. Sic erit pro m ^ n numeros definitos fcri-

bendo.

1.

1

a- 4. 5 ^

2.4-^ 'ft! + &c.

iiAi p—^ ^ _ &c.
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3 ^ 3. 6

p ' cr + Sec.
3.6.9 ^

3.5.9 *^

&c.

72. Hujufmodi ergo Serierum termini ita progrediuntur ut

quilibet ex antecedence formari poflic : fit enim Seriei , qua: ex
m m h H— ^——

f,

( P 4- QJ " nafcitur , terminus quilibet= MP "

erit fequens = ^^-rr
—^ AfR " • Notan-

dum autem ell in quovis termino fequente exponentem ipfius

P unitate decrefcere , contra vero exponentem ipfius Q unitatc

crefcere. Quo autem hxc faciiius ad quemvis cafum accom-

modentutj forma generalis ( P + " ita exponi poteftmm m

P" C 1 + 4") "
: evoluta enim formula ( i + ) " Seriequc

m

refuitante per P " multiplicata , prodlbit ipfa Series ante data.

Turn vero fi m non folum numeros integros denotet , fed

ctiam fra(ftos , pro n tuto unitas coliocari poterit. Quibus fec-

tis, fi pro-y, quae eft Fundlio ipfius ponatur Z, habcbitur

+ &c. Ad fequentes progrelfionum leges autem obfervan ias

convcniet hanc formula generalis in Seriem convcrfionem no-

taffe
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taffe ( I + Z;"—= .+ Z+
0« I ) C>« 2) (m 3) 2' + &c.

I. a. 3

73. Sit igitur primiim 2 = « s, eritque (

C^«— I) (m~-2) ^. _^
I I 2

(m— i) — (pz3) ^, + Scribatur pro hac

Scrie ifta forma generalis

I+ ^«4-£'C*+C«* + -hMz'""^ +^*'' + &c.

atque quilibet coeffidens N ex pr*Ecedente A/ ita detcrmina-

bltur ut fit N == ;v/. Sic J pofito»= i , cum fit

M= I J crit y= A= tt i tum fado »= 2 , ob

M^A= ^^-=1^ «,erit }f=^B= ^^-=^ « Af

=

I ' 2
et, , erit iV =: B= —

I ' a

^^^^ ' ^ ~ «* ; fimiliqucmodoporro C=
= ^ ~ «'

5 uti Series ante mventa
I. 2. 3

declarat.

.

m—* I

74. Sit Z^^az-{- C zz^ eritque ( i + +S zz )

=i=i + ^^-^1—^(<»2i4-G«z)4-^^^ ^ \uz+Qzzy + Scc,

Quod fi ergo termini fccundum poteftates ipfius z difponantur

crit ( I + « « 4- G =
I I. a ' I. 2. 3

I ' I. a

Euleri Indrodu^f. in Anal. Infn, parv. H Scrl-
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. I. Scribatur pro hac Serie irta forma generalis :

atque quilibet coefficiens ex duobus antecedentibus ita definie-

tur ut fit N= <i M + - € L, unde omnes
n «

termini ex primo, qui eft i , definiri poterunt. Erit ncmpe

^ m IA = —-— cc ;

4 4
&c.

75. Si fiierit Z=a5.5+g^*+y^S erit i + « +
+ y ^^f~' = I + <>=LL) +
— n (m^—

2

_)
(^^^+ g^^+y^'y4.&c., qu^ expref-

fio, fi omnes termini fecundum poteftates ipfius z ordinentur,

abibit in hanc Seriem

;

, 4-^— « Z +
^ ^ 3

c.'^'

— I
)

cujus lex progrellionis ut melius patefcat , ponatur ejus loco

cujus Seriei quilibet coefficiens ex tribus antecedentibus ita deter-

mmatur ut lit N == ^ € L+ y K.
n n n

Cum
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Cum igitur primus terminus fir = i , & anteccdentcs nulli, Cap.IV.

eric

I

2 2

3 3 3

5 i 5

&c.

7^. Generaliter ergo fi ponatur ( i-f-«^4- Gz' -^-yz*

^zf" +&C. = Bz'+Cz'+Dz''+ Ez' +
Sec. 5 hujus Seriei finguli termini ita cx prsecedentibus definien-

tur, ut fit

^ ^

—

^ ^

2

3

5

&c.

quillbet fcilicet terminus per tot prafcedcntes dcterminatur

,

quot habentur litterae a, y y ^, 8ic. in Fundione ipfius a

cujus poteftas in Seriem convertitur. Ceterum ratio hujus Ic-

gis convenit cum ea, quam fupra §. 6%. ubi fimilcm formam

(i

—

ccz— 6**

—

yz}— &c.) ^ ^ in Seriem infini-

H I tarn

(2in

2

{2m

3

{2m—-4)

4
i2m—-0

5

-3).

3

(3m—-4)

4
Caw—-0.



60 D E FUNCTIOMIBUS D U A S^U M
Lib. I. tam refolvimus ; (i enim loco m fcribatur — m atqiie litterae

«, G, y, c/^, &c. negative accipiantur , Series inventa? pror-

fus congruent. Interim hoc loco non licet rationem hujus pro-

grcflionis Icgis a priori demonftrare, id quod per principia cal-

culi difFerentialis demum commode fieri poterit j intcrea ergo

fufficict veritarem per applicationem ad omnis generis excm-

pla comprobalTe.

CAPUT V.

De Fwi^liombHs duamm pluriumve variahilium.

'j-j.
/""\ Qanquam plures ha»5l'enus quanrltates variabiles fu-

mus contemplati, tamen ex ira erant comparacsej

ut omncs unius eiTcnt Fundtiones , unaque dcterminata reli-

c\\\x fimul decerminarcntur. Nunc autem ejufmodi confide-

rabimus quantitates variabiles , qu^ a invicem non pen-

deanr , ita ut quamvis uni determinatus valor tribuatur , reli-

qiiar tamen nihilominus mancant indetcrminatae ac variabiles.

E)tifmodi ergo quaritiratcs variabiles, cujufmodi fint ^^rj)'}*?

ratione fignificationis convenient , cum qu^libet omnes valo-

res dercrminatos in fe compledatur j at , fi inter fe comparcn-

tur maxime erunt diverfe , cum , licet pro una z. valor qiii-

cmque determinatus fubftituatur, reliqua? tamen x y seque

Jaic patcant ,
atque ante. Difcrimen ergo inter quantitates va-

riabiles a fe pendcnrcs, & non pendentes in hoc verfatur, ut

priori cafu , fi una determinetur , fimul reliqua? detcrmincntur

;

podes iori vero determinatio unius fignificationes reliquarum mi-

nime rc-ftringat.

78. Funciio ergo duarum pluriumve quantitatum variabiliuyn

,

X , y , z J
ejl exprejfio quomodocunque ex his quantitatihtis com-

pojita.

lea crit + xy ^ + az^ Fundio quantitatum variabilium

trium AT
, 7 , ^. H.tc ergo Fundio , fi una determinetur va-

riabilis.



PLUIilUMVE VAtilABILIVM. 61

riabilis
J

puta 2s, hoc eft ejus loco conftans numcrus fubftitua- C a p. V.

tur , manebit adhuc quantitas variabilis , fcilicet Fundlio ipfa-

rum x $cy. Atque fi ,
prscter 2:., quoquc j determinetur , turn

erit adhuc Fundio ipfius x. Hujufmodi ergo plurium varia-

bilium Fundio non ante valorem determinatum obtincbit

,

quam fingula? quantitates variabiles fucrint determinatar. Cum
igitur una quantitas variabilis infinitis modis determinari pof-

fit , Funiflio duarum variabilium , quia pro quavis dctermina-

tionc unius infinitas determinationes fufcipcre poteft , omnino
infinities infinitas determinationes admittct. Atquc in Funftio-

ne trium variabilium numerus determinationum erit adhuc in-

finities major j ficque porro crefcet pro pluribus variabilibus.

jg. Hujufmodi Wun&iones plurium variabilium perinde atcjue

Fun&iones unius variabilts , commodijfime dividuntm in algebraic

cas ac tranfcendentes.

Quarum funt , in quibus ratio compofitionis in folis Al-

gebrae operationibus eft pofita ; hae vero , in quarum xorma-

tioncm quoque operationes tranfcendentes ingrediuntur. In

his denuo Tpecies notari poflent, prout operationes tranfcen-

dentes vel omnes quantitates variabiles implicant, vel aliquot,

vcl tantum unicam. Sic ifta exprelTio « s 4-
J* log. ^ , quia

Logarithmus ipfius « ineft, erit quidem Fundio tranfcendens

ipfarum ^ & ^ , verum ideo minus tranfcendens eft putanda

,

quod fi variabilis s determinetur ,
fuperfit Funftio algebniica

ipfius "j. Interim tamen non expedit hujufmodi fubdivifionibus

tradationcm amplificari.

80. Funcitones deinde algebraica fubdividuntur in rationales

trrationales ; rationales autem porro in integras ac fra&as.

Ratio harum denominationum ex Capite primo jam abundc

intelligitur. Functio fcilicet rationalis omnino eft libera ab om-
ni irrationalitate quantitates variabiles , quarum Fundlio dici-

tur 3 afficicnte
;

haecquc erit integra fi nullls fradionibus inqui-

ncrur , contra vcro fradta. Sic Fundionis Integra: duarum va-

riabilium;' & z hjec erit forma generalis : « +Q,y+ yz-}-<^y^-\-

eyz + + ^;^<c+ tyz.^ + X'R>' + &c. Quod
H 3
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L I B. I. fi ergo P &c denotent hujufmodi Fundiones integral , five

duarum five plurium variabilium , erit -— forma generalis Fun-

dlionum fradarum. Fundio dcnique irrationalis eft vel ex-

plicita J vel implicita ; ilia per figna radiealia jam penitus eft

evoluta , hxc autem per a?quationem irrefolubilem exhibetur

:

fic F erit Fundio implicita irrationalis ipfarum ^ & 2, , fi fue-

rit V' ==Cayz-h:i':)V'+(iy''+z^)V+f + 2ayz'+V.
81. hiultiformitas deinde in his Yun^iombui aque notart debet ^

atque in its
^

quix. ex unica variabili conjlant.

Sic Fundioncs rationales erunt uniformcs, quia fingulis quan-

titatibus variabilibus determinatis , unicum valorem determina-

tum exibenr. Denotent F , , K, S j &c. Fundiones ra-

tionales (eu uniformes variabilium x ,y, z , eritquc V Fundtio

biformis earundem variabilium, fi fuerit — P^+Q— oj

quicunque enim valores determinati quantitatibus x^y^ Sc z

tribuuntur, Fun6lio ^^non unum fed dupliccm perpetuo ha-

bebit valorem determinatum. Simili modo erit V Funftio

triformis fi fuerit — P + QF— R~o: atquc Fundtio

quadriformis fi fuerit — P V + QF' — RV+ S =^ o :

hocque modo ratio Fundionum multiformium ultcriorum erit

comparata.

8i. Quemadmodum fi Fundio unius variabilis z nihilo ze-

qualis ponitur , quantitas variabilis z, valorem confcquitur de-

terminatum vel fimplicem vel multiplicem; ita fi Fundio dua-

rum variabilium y Ik z nihilo a?qualis ponitur , turn altera va-

riabilis per alteram definitur , ejufque ideo Fundio evadit ,

cum ante a fe mutuo non pendcrent. Simili modo fi Fundio
trium variabilium x

, > , z , nihilo xqualis ftatuatur , turn una

variabilis per duas reliquas definitur , earumque Fundio exif-

tit. Idem evenit fi Fundio non nihilo fed quantitati conftanti

vel etiam alii Fundioni asqualis ponatur j ex omni enim a^qua-

tionc J quotcunque variabiles involvat
, femper una variabilis

per reliquas definitur earumque fit Fundio i dux autem jequa.

tiones
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tiones diverfac inter cafdetn variabiles onx binas j;cr reliqiias Cap. V.

dcfinient, atque ira porro. '

83. FunCiiomm autem dunrum fluriumve variabilium divijio

maxime notatu digna ejl in homogeneas hetcrogeneas.

Fundlio homogenca eft per quam ubique idctn rcgnat va-

riabilium numerus dimcnfionum : Fiindio aiircin hetcrogcnca

eft 5 in qua diverfi occiirrunt dimenlionuni numeri. Ccn/etur

vcro unaquarque variabilis unam dimennonem conflitucrc ; qua-

dratum uniuscujufque atqiic prodii»ftum cx duabus , duas ;

produdtum ex tribus variabilibus , five iildtm live divcrlis
,

tres & ita porro ; quantitatcs autem conftanrcs ad dimcn(io-

num numerationem non admittuntur. Ita in his formulis ctyi

Cz, unica dimcnfio inefte dicitur ; in his vcro ay^ ^ ^yz,\ yr^

duas infunt dimenfioncs : in his fs^' Gy^z,} yyz,''; c/^;^' ,

tresi in his vero ety* ; Qy^z,; yfTj^ ;
J'yz,^ i s z'^ i quatuor,

ficque porro.

84. Applicemus primurn banc diftin(ftionem ad Fundioncs

intcgras , atque duas tantum variabiles inelfe ponamus , quo-

niam plurium par eft ratio.

FunBio igitur Integra erit homogenea in ctijm fmgulis terminis

idem exijlit dtmenfionum numerui.

Subdividcntur ergo hujufmodi FuntSiioncs commodiflTune fe-

cundum numerum dimtnfionuin , quern variabiles in ipfis ubi-

que conftituunt. Sic eric eiy (^z forma gcneralis Fundio-

num integranum unius dirnenfionis : hapc vero exprcflio

+ Qyz-f- y z.'' erit forma gcneralis Fundionum duarum dimcn-

fionum , turn forma gcneralis Fun(flionum trium dimenfionum

erit: cty^ ~\-yy:i^ -\-iz}
\
quatuor dimenfionum vero

hsc: cty'^ -{-(^y^z \- yy^z"- \- i^iz^ -\-sz'' & ita porro. Ad
analogiam igitur erit qiiantitas conftans fola « Fundtio nuUius

dirnenfionis.

8 J. Fun&io pcrro frafta erit homogenea, fi ejus Numerator ac

Denominator futrint Funcliones homogencA.

Sic hxc Fradio li^^ eric Fundio homogenea ipfa-

vum
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rum _)>
d>cz,i numcrus dimenfionum autem habcbitur, fi a nu-

mcio dimcnfionum Numeratoris fubtrahatur numeriis dimen-

fionum Denominatoris : atque ob banc rationcm Fradtio at-

lata eric Fundio unius dimenfionis. Hxc vcro FraCtio

erit Fundlio trium dimenfionum. Quando ergo in
yy -{-zz

Numeratore -ac Denominatore idem dimcnfionum numerus in-

cft J turn Fradio erit Fundtio nuUius dimenfionis , uti cvcnit in

hac Fradione-^
"^^

, vel ctiam in his — ; — ; Quod
yjiz

^
zyyz^

fi igitur in Denominatore plurcs fint dimenfiones quam irt

Numeratore, numerus dimenfionum Fradlionis erit negativus :

fic ~ crit Fundio— i dimenfionis : -4t-I erit Fun(5tio—

2

z z y +z* '

dimenfionum : , ,

^
3- erItFun(5tio— s dimcnfionum, quia

y^ +ayz^
^

' ^

in Numeratore nulla inert dimenfio. Ccrerum fponte intclli-

gitur plurcs Fun<5tiones homogeneas , in quibus fingulis idem
rcgnat dimenfionum numerus , five additas five fiibtracflas prse-

berc Fundioncm quoque homogencam ejufdem dimenfionum

numeri. Sic hacc expreflio « y + — 4- — .

'^^
erit Fun-

y yy z "ryzz

dtio unius dimenfionis : ha?c autem at + — + —+ •^•^"^

Z yy yy— zZ

crit Fundlio nullius dimenfionis.

8<5. Natura Fundlionum homogenearum quoque ad expref*

fiones irrationales extenditur. Si enim fiicrit P Fundtio quse-

cunquc homogenea , puta » dimcnfionum , turn \/ P erit Fun*

diio — n dimenfionum j 1/ P crit Fundtio — » dimcnfionum,
2 3

Jt

8c gencratim P ' crit Fundlio fi- n dimcnfionum. Sic ^0^+^)
crit Fundtio unius dimenfionis ; >/ {^f + z?) erit Fundlio triunt

dimenfionum: 0^+ a«) erit Fundlio — dimenfionum: at-

que
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que
,

-^-^
,^
^
^

;

erit Fundio nullius diinenfionis. His ergo

cum priecedentibus conjun(5lis intelligetur hxc expreiTio -y-

Fundlio homogenea — i dimcnfionis.

By. Utrum Fundio irrationalis implicita fit homogenea nec-

ne , ex his facile coUigi poteft. Sit V hujufmodi FunClio im-

plicita ac V PV- -\-QV+R= o , exifteniibus P ,

R Fundionibus ipfarum ^ & 7. Primum igicur patet V Fun-

dionem homogeneam eife non pofle , nifi P, Q^, & lint

Fundiones homogenea?. Prsetcrea vero fi ponamus V efle

Fundionem n dimenfionum , erit Fundio in, & Fun-

dio 3» dimenfionum j cum ig'tur ubique idem debcat efle nu-

merus dimcnfionum , oportct , ut P fit Fundio n dimcnfionum,

Q^Fundio m dimcnfionum, & R Fundio 3/? dimenfionum. Si

ergo vicifTim litter^e P , R Fundioncs homogcneee ref-

pedive /z
, ^» dimenlionum , hinc concludetur fore V

Fundionem » dimenfionum. Ita fi fuerit + { -\-
V*

H~ 4y* V— ^"'= o erit F Fundio homogenea duarum di-

menfionum, ipfarum y ^ z..

88. Si fuerit V Fk^^io homogenea n dimenfionum ipfarum y
& 4 , in eaque ponatur uhique y= u z , Fun5iio V abibit in prO'

du6ium ex potejlate z!^ in Fun&ionem quandam variabilis u.

Per hanc enim fubftiturionem 7= u^^ in fingulos termi-

nos tantse indtccntur poieftates ipfius quantce ante inerant

ipfius y. Cum igitur in fingulis lerminis dimenfiones ipfarum

y ^ z, conjunclim dequaffent numerum n^ nunc Tola variabilis

z ubique habebit n d'menfiones ,
ideoquc ubique inerit ejus

poteflas . Per hanc ergo potef^atem Fundio V fiet divi-

fibilis & quotus erit Fundio variabiicm tantum u involvcns.

Fioc primum parebit in Fundionibus integris ; fi enim fit F==:

*f -i- -j- y y 4- J'z^
, pofito y =^ uz , fiet F= z^

Euleri Imroducl. in Anal, infin. parv. I
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-hG«* Deinde vero idem manifeftum eft

• in fradis : fit enim V= nempe Fundio — i di-
yy + zz ^

menfionisj fadto y=^uz (ietF= & V «»

"
+ Neque

ctiatn Fundloncs irratlonalcs hinc excipiuntur , fi enim fit

y^y+ ^/(yy + ^^)
eft Fundtio — ^ dimenfio-

z\/(y -hz' ) ^
^

a

num J pofito;'= , prodibit F= 2: ^(
^
^•

Hoc itaque modo Fun6liones homogencce duarum tantum va-

riabilium reducentur ad Fundiones unius variabilis ; nequc e-

nim poteftas ipfius ^ , quia eft Fador , Fundionem illam ip-

fius u inquinar.

8p. Tun6iw ergo homogeneaW duarum vartabtlium y c^z nul-

Liu^ dimenfionis , pofito y =^ u z
, trnnfmutabitur in YunBionem

umca 'variabilis u puram.

Cum enim numerus dimenfionum fit nuUas , Poteftas ipfius

a, quic Fundionem ipfius u multiplicabit, erit z." = 1 j hoc-

que cafu variabilis « prorfus ex compute egredietur. Ita fi

fuerit fado;'= /<a, orietur K= •

in irrationalibus fi fit F= -^-^ ^ C^'.yjZlil? pofito;'= ».2j

erit V~u — i/{uu— i ).

po. Funflio integra homogenea duarum njdriabilium yc^z, re-'

fohi poterit in tot FaHores jimplices forma « y + C z , quot ha-

buerit dimenjiones.

Cum enim Fundtio fit homogenea, pofitoj)'= ^jc , tranfibit

ih prodiidura ex in Fundionem quandam ipfius u integram

,

qu^ Fundio propterea in Fadores fimplices form^ ctu-\~ ^re-
folvi porerir. Multiplicentur finguli Fadtores hi per , erit-

que uniufcujufque forma ctu z, -\- = ety ^^z. ob uz.= y.

Propter mulriphcatorem autem z , rot hujufmodi Fadores
nafcentur quot exponens n contineat unitates j Fadores autein

hi
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hi fimplices erunt vel reales vel imaginarii, hoc eft coefficien- Cap. V.

tes «5 & S erunt vel reales vel imaginarii.

Ex hoc itaque fequitur Fundlionem duarum dimenfionum
ayy-\~ifyz + czz duos habere Fadores fimplices formse cty

^Cz; Fundlio autem ay^ 4- hy^'z +cyz^ + dz^ habebit trcs

Fadores fimplices formae ci,y Q>z -y ficque porro Fundtionum

homogenearum integrarum , qua? plures habent dimenfiones

,

natura erit comparata.

pi. Quemadmodum ergo hsec expreflio a.y-\- Q>z contlnet

formam generalem Fundionum integrarum unius dimenfionis -

ita (^ety + ^z^ (^yy •\- J'z) erit forma generalis Fundionum in,

tegrarum duarum dimenfionum : atque in hac forma Q='^y-\-'^z)

Qyy ^ ^z.) ( ey + ^ z) continebuntur omncs Fundiones in-

tegral trium dimenfionum , ficque omnes Fundiones integral

homogeneae per produda ex tot hujufmodi Fadoribus ajy+ S-s

exhiberi poterunt , quot Fundiones ills contineant dimenfio-

nes. Ifti autem Fadores eodem modo per refolutionem a?qua-

tionum repcriuntur , quo fupra Fadores fimplices Fundionum
integrarum unius variabilis invenire docuimus. Ceterum hxc

proprietas Fundionum homogenearum duarum variabilium non

extcnditur ad Fundiones homogeneas trium pluriumve varia-

bilium : forma enim generalis hujufmodi Funclionum duarum

tantum dimenfionum, qux eft ayy hyz-\-cyx -\- dxy exx -j-

fz z gencraliter non reduci poteft ad hujufmodi produdum
(^ety -Jfi^ z-^ y x^ {<^y + s z + ^ x') ; multoque minus Fun-

diones piurium dimenfionum ad hujufmodi produda revocari

poffunt.

91. Ex his, quje de Fundionibus homogeneis funt dida

,

fimul intelligitur , quid lit Fundio heterogenca : in cujus fcili-

cet terminis non ubique idem dimenfionum numcrus depre-

hendltur. Poffunt autem Fundiones heterogenea? fubdividi

pro multlplicitate dimenfionum , qua:: in ipfis occurrunt. Sic

Fundio bifida erit , in cua duplex dimenfionum numcrus

occurrit, eritque adeo aegicgatuni duarum Fundionum homo-

I 2 gcnea-
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quarum numeri dimenfionum differunt ; ita -f.

2jy'-2i* + yy + z,z erit Fundio bifida , quia partim quinque ,

partim duas continet dimenfiones. Fundtio autem trifida eft

,

in qua tres diverfi dimenfionum numeri infunc , feu qua^ in

tres Fundiones homogeneas diftribui poflunt , uti y* 4-j*4* +
z*+y— z.

PriEterea autem dantur Fundioncs heterogcncas fraitae vel

irrationalcs tantopcrc permixtae, qua? in Fundiones homoge-

neas refolvi non poffunt , cujufmodi funt
4- ayz

by + zz
^ 4- y/ (yy + zz)

yy bz

S>3. Inrerdum Fun(5lio heterogenea ope fubftitutionls ido-

nex , vel loco unius vel utriufque variabilis fa^tx , ad homoge-
neam reduci poteft j quod quibus cafibus fieri queat , non tarn

facile indicare licet. Sufficiet ergo exempla quardam attulifTe,

quibus ejufmodi redudlio locum habet. Si fcilicet hxc propo-

fita fit Fundio +z.zy -^y^z + — j poft levem attentio-

nem apparebit , earn ad homogeneitatem perduci , pofito z=
XX'. prodibit Qmmy^ -^-x^y-^y^xx , Fundio homogenea

5 dimenfionum ipfarum x 8i y. Demde hxc Fundio y -h

y^x + y^ X X -\- y^x* + ad homogeneitatem reducitur po-

ncndo x= , prodit enim Fundio unius dimenfionis y +
y y y^ y^ \ t— + —-+ 7+ 't- Multo difficiliores autem funt cafus,

quibus non per tarn fimplicem fubftitutionem ad homogeneita-
tem pervenire licet.

94. Tandem inprimis notari meretur Funjftionum integra-

rum fccundum ordines divifio fatis ufirata, fecundum quam or-
do definitur ex maximo dimenfionum numero qui in Fundione
ineft. Sic xx yy zz -i- ay — a a eft Fundio fecundi ordi-

nis , quia du£e dimenfiones occurrunt. Ez y^ i-yz* — ^y''z'+
dbyz—
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4l>yz— aayy •+• l^^ pertinet ad Fundliones quarti ordinis. Ad Cap. V.

hanc divihonem potilTimum in dodtrina de lineis curvis refpici •

foler ; unde adhuc una Fundtionum integraiutn divifio comme-
moranda venit.

P5. Supereft fcilicet divifio Fundionum integrarum in com-

plexas atque incomp exas. Funilio autcm complexa eft, quae

in Fadores rationales refolvi poteft , feu quae eft producfium

ex duabiis Fundionibus pluribusve rationalibus j cujufmodi eft— + 2^-' — il'yzz— aazz, + 2/ihzy— Ifi'yy
,

qua: eft

produdtum ex his duabus Fundionibus ( yy -\- zz — az-^- hy)

\yy— zz-^-az— hy^, Ita vidimus omnem Fundionem in-

tegram homogeneam , quje tantum duas variabiles compleda-

tur , efte Fundionem complexam , quoniam tot Fadtores fim-

plices formje ay + Cz habet, quot continet dimenfiones. Fun-

dlio igitur integra erit incomplexa , fi in Faclores rationales re-

folvi omnino nequeat ; uti^^ + ^z.— aa, cujus nuUos dari

Fadtores rationales facile intelligitur. Ex inquifitione Divi-

forum patebit , utrum Fundlio propofita fit complexa an in-

complexa.

CAPUT VI.

De QHantitatihtii exfomntialihm ac Logarithmic.

p6. /'^^ Uanquam notio Fundlionum tranfcendcntium in cal-

culo intcgrali demum perpendetur , tamen ante-

quam co perveniamus
, quafdam fpecics magis obvias , atque

ad plurcs inveftigationes aditum aperienies , evolvere conve-

nict. Primum ergo confidcrandae funt quantitates exponentia-

les 5 feu PoteftateSj quarum Exponens iple eft quantitas varia-

bilis. Pcrfpicuum cnim eft hujufmodi quantitates ad Fundtio-

rcs algcbraicas rcfcrri non pofle , cum in his Exponentcs non

nifi conftanres locum habeant. MultipHces autcm funt quan-

I 3 titates



70 D E jQ^UANTITATIBUS
Lib. I. titates exponentiales , prout vel folus Exponens eft quantitas

variabilis , vel prxterea etiam ipfa quantitas elevara ; prioris

generis eft a" , hujus vero / i quin etiam ipfe Exponens
2 3

poteft efte quantitas exponentlalis uti in his formis / s ;

z z

p/"* ; . Hajufmodi autem quantltatum non plura conftitue-

mus genera , cum earum natura fatis clare intelligi queat , fi pri-

mam tantum fpeclem 4^ evolverimus.

py. Sit igitur propofita hujufmodi quantitas exponentlalis

J
quae eft Poteftas quantitatis conftantis 4 , Exponentem ha-

bens variabilem «. Cum igitur iftc Exponens z , omnes nu-

meros determinatos in fe completour , primum patet fi loco

z omnes numeri integri affirmativi fuccelfive fubftituantur, lo-

co hos prodituros effe valores determinatos ;
^* ; 4*;

4^
i i Sec. Sin autem pro z ponantur fucceflivc numeri ne-

gativi— i > — 2 ,— ? , &c. prodibunt -i-
; A ; — v J -V >° a a a a

ac , fi fiierit «= o , habebitur fcmper 4^ == i. Q^iod fi lo-

co z numeri fradi ponantur , ut — ; — ; — i — ; — ; &c.23344
orientur ifti valores \/4 j ^a; ^4a\ y^; ^a^ ; &c., qui in fe

fpe(5iati geminos plurefve induunt valores , cum radicum ex-

tradlio fempcr valores multiformes producat. Interim tamen

hoc loco valores tantum primarii , reales fcilicet atque affir-

mativi admitti folent j quia quantitas 4^ tanquam Fundio uni-

formis ipfius z fpetour. Sic 4^ medium quendam tenebit

locum inter 4^ ^ 4^
^ eritque- ideo quantitas cjufdem generis;

£
& quamvis valor 4^ fit ^que =— 4 4\l4^ 2LC-=-'\-44^j dy

tamen pofterior tantum in cenfum venir. Eodem modo res

fe habet , fi Exponens z valores irrationales accipiat , quibus

cafibus cum difficile fit numerum valorum involutorum conci-

pere

,
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pere, unicus tantum realis confideratur. Sic erit valor c a p.VI,

detcrmlnatus intra limites & 4' comprehenfus.

^8. Maxime autem valores quantitatis exponentialis a ma-

gnitudine numeri conftantis <2 pendcbunt. Si enim. fuerit a=iy

Temper erit = 1 ,
quicunque valores Exponenti z tribuatur

}

fin autem fuerit ^ > i , turn valor ipfius eo emnt majores,

quo major numerus loco z fubftituatur j atque adeo ,
pofito

«= 00 3 in infinitum excrefcunt ; fi fiierit z= o, Ret i,

& , fi fit a <j o valores a" fient unitate minores , quoad pofito

z=— 00 fiat 4^ z= o. Contrarium evenit fi fit <j i , ve-

rum tamen quantitas affirmativa; turn enim valores ipfius

decrefcent j crefcente z, fijpra o ; crefcent vero , fi pro 2. nu-

meri negativi fiibftituantur. Cum enim fit a , erit —> a

pofito ergo = i> ; erit b ^
, unde poflerior cafiis ex

priori dijudicari poterir.

pp. Si fit 4 = o J ingens faltus in valoribus ipfius a" deprc-

henditur , quamdiu enim fijcrit z numerus affirmativus feu ma-

jor nihilo J erit perpetuo a" =0: fi fit 2.= o erit = i j

fin autem fuerit z numerus negativus , tum a' obtinebit valo-

rem infinite magnum. Sit enim z= '— 3 ; erit a" = o ^ ==

^= idcoque infinitum. Multo majores autem faltus oc-

current , fi quantitas conftans a habeat valorem negativum, pu-

ta — 2 ; tum enim ponendis loco z numeris integris valores

ipfius alternatim crunt affirmativi & negativi , ut ex hac Se-

ric intelligitur— 4 — 3 — 2 —- I 01 ^ . J . A . S,r
a ^ \A \a -,4 i a ; a •) a i a io^ i occ.

+
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; 4, 2.; — i-; i ; — j ; + 4? — + I
' 1(5 8 4 2

Pnctcrea vcro fi Exponent! z valores tribuantur fradi , Pote-

fxas4^=(— 2)^ mox rcalcs mox imaglnarios iuduet valo-

res , eric enim a'- == V — 2 , imaginarium ,• at erit =
^— 2== — y/ 2. reale : utrum autem , fi Exponenti z. tri«

buantur valores irrationales , Poteftas exhibeat quantitates

reales an imaginarias , ne quidem definiri licec.

100. His igitur incommodis numerorum negativorum loco

a fubftitiiendorum comtnemoratis , ftatuamus a effe numerum
atiirmativutn , & imitate quidem majorem , quia hue quoque

illi cafusj quibus a eft numerus affirmativus unitate minor, fa-

cile reducuntur. Si ergo ponatur^^ ^o^^ " fubftituen-

do omnes numeros reales , qui intra limires + 00 & — 00

continentur , y adipifcetur omnes valores affirmativos intra li-

mites 00 & o contentos. Si enim fit z-=: 00 eritjy^ooj

fi 3= o erit y == i , & fi =— 00 fiet y =0. Viciflim

ergo quicunque valor affirmativus projy accipiatur, dabitur quo-

que valor realis refpondens pro z ita ut fit /" = y ; fin aurem

ipfi y tribueretur valor negativus , Exponens z valorem realem

habere non porerit.

101. Si igitur fuerit y= a" , erit y Fundio qusedam ipfius

&, quemadmodum y 2. z. pcndcat , ex natuia Poteftatum faci-

le intelligitur i hinc enim quicunque valor ipii z tribuatur ,

valor ipfius y determinatur. Erit autem;')' y^ =a^^ :

& generaliter erit y" =0^^} unde fequitur fore \/y==^^^ i

^y=: & ~=a y —=a j Si — =4 *
,

y yy ^y

& ita pOrro. Pr^eterea , fi fuerit v ^= erit vy ==. a^"^^

^, quorum fubfidiorum beneficio co facilius valor

iplius y ex dato valore ipfius z inveniri poteft.

E X E M-
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Cap. VI.EXEMPLUM.
Si fuerit a= 10 , ex Arithmetica , qua utimur , denaria in

promtu erit valores ipfius y exhibere , fi quidcm pro z. numeri
integri ponantur. Erit enim io'=:io; 10*=^ 100; 10'.=

1000 J 10*= 10000; & io°-= I i item 10 ^ = —= 0, 1

;

—2 I — 3 I
10 =—— =OjOii 10 = = OjOOi: lin au-

100 1000

tern pro z Fradioncs ponantur , ope radicum extradionis va-

lores ipfius^ indicari pofTunt : ficerit 10^= V'lo= 3,152277,
&c.

102. Quemadmodum autem , datonumero 4 , ex quovis va-

lore ipfius z reperiri poteft valor ipfius y , ita viciflim, dato va-

lore quocunque affirmativo ipfius y , conveniens dabitur valor

ipfius z , ut fit a ==y ; ifte autem valor ipfius z , quatenus

tanquam Fundlio ipfius;' fpedatur, vocari folet LOGARI-
THM US ipfius^. Supponit ergo dodrinaLogarithmorumnume-

rum certum confiantem loco a fubftituendum
, qui propterea voca-

tur i>asfs Logarithmorum ; qua aflfumta erit Logarithmus cujuf-

que numeri y Exponens Potefl:atis , ica ut ipfa Poteftas a\

sequalis fit numero illi y j indicari autem Logarithmus numeri

y folet hoc modo /y. Quod fi ergo fijerit =y,entz=:/y:
ex quo intelligitur , bafin Logarithmorum , etiamfi ab arbitrio

noftro pcndeat , tamen efTe debere numerum unitate majorem :

hincque nonnifi numerorum affirmativorum Logarithmos realiter

exhiberi poffe.

103. Quicunque ergo numerus pro bafi Logarithmica a ac-

cipiatur , erit Temper / 1= o ; fi cnim in a^quatione a =y-> c\ude

convenit cum hacz-^/;*, ponatur^'^i, erit ^:= o. Dcin-

de numerorum unitate majorum Logarithmi crunt affirmativi ,

pendcntes a valore bafis 4y fic erit la= i Ua=2 j =3 ;

Euleri Imrodu^. in Anal, inftj. pnrv» K Z^"* = 4,
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merus pro bafi fit afTumtus, fcilicet illc numerus, cujus Loga-

rithmus eft= i , erit bafis Logarithinica. Numcroriim autcm

unitate minorurrij affirmativorum tamen, Logarithmi erunt ne-

eanvi i erit enim / —=— i j /—=— 2i / = — 3 ,
a a a a'

&c. J niimerorum autem negativorum Logarithmi non erunt rea-

les 5 fed imaginarii , uti jam notavimus.

104. Simili modo fi fuerit /y =: z } erit lyy = izi

ly* =2^zi & generaliter /
y^ ~ k z ^ feu ly^ = »ly ,

oh z = ly, Logarithmus igitur cujufque Poteftatis ipfius y
^quatur Logarichmo ipfius y per Exponcntem Poteflatis multi-

plicato i fic erit / v/ y == — z= — /y ; / —— = /y »
^ -^2 2 ^ V y—- ly i & ita porro j unde ex dato Logarithmo cu-

jnfque numeri inveniri polTunt Logarithmi quarumcunque ipfius

Poteftatum. Sin aurem jam inventi fint duo Logarithmi , nempe

I y ~ z 8c 1 1/= X : cum fit y= 4 & ^' == u erit /uy^=:

X z =1=:: /v ly i hinc Logarithmus Produ(ili duorum nu-

merorum ccquatur fummce Logarithmorum Fadorum ; fimili vero

modo erit / == z— x= ly — / v ; hincque Loga-

rithmus Fradionis ajquatur Logarithmo Numeratoris dempto Lo-

garirhmo Dcnominatoris , qua? regula? inferviunt Logarithmis

pl'jriiim numerorum inveniendis , ex cognitis jam aHquot Lo-
garithmis.

105. Ex his autem patet aliorum numerorum non dari Lo-
garithmos rationales, nifi Poteftatum bafcos a; nifi enim nu-

merus alius b flierit Poteftas bafis //,ejus Logarithmus numero
racionali exprimi non poterit. Neque vero etiam Logarithmus

ipfius b erit numerus irrationalis ; fi enim foret lb=. n ^ turn

effct a^^ = b; id quod fieri nequit, fi quidem numeri a 3c

I rationales ftatuantur i folent autem imprimis numerorum ra-

tiona-
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tlonalium & Integrorum Logarithmi defiderari ,
quia ex his Lo- Cap.VT .

garithmi Fradionum ac numerorum furdorum inveniri poflunt.

Cum igitur Logarithmi numerorum , qui non funt Poteftates

bafis a, neque rationaliter neque irrationaliter exhiberi queanr,

merito ad quantitates tranfcendentes referuntur, hincque Loga-

rithmi quantitatibus tranfcendentibus annumerari folent.

106. Hancobrcm Logarithmi numerorum vero tantum pro-

xime per Fradiones decimales exprimi folent, qui eo minus a

veritate difcrepabunt , ad quo plures figuras fuerint exadi. At-

que hoc modo per folam radicis quadrate extradionem cu-

jufque numeri Logarithmus vero proxime determinari poterit.

Cum enim , pofito ly == z 8c / v = x^fit IV v y= —^ i

fi numerus propofitus h contineatur intra limites 4*
» quo-

rum Logarithmi funt 2 & j , quaeratur valor ipfius /<^* Teu

4*
J atque h vel intra limites 4* & vcl a 8ca

continebitur J utrumvis accidat, fumendo medio proportionali,

denuo limites propiores prodibunt
, hocque modo ad limites

pervenire licebit, quorum intervallum data quantitate minus

evadat, & quibufcum numerus propofitus h fine crrore confun-

di pofTit. Quoniam vero horum fingulorum limitum Loga-

rithmi dantur, tandem Logarithmus numeri l> reperietur.

EXEMPLUM.
Ponatur bafis Logarithmica a = 10 , quod In tabulis ufu

receptis fieri folet; & qurcratur vero tantum proxime Loga-

rithmus numeri 5; quia hie continetur intra limites i & 10

quorum Logarithmi funt o & i j fequenti modo radicum ex-

tractio continua inftituarur , quoad ad limites a numero propo-

fito 5 non amplius difcrepantes perveniatur.

K ^
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IZ= 0, 69^9700
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Sic ergo mcdils proportionallbus fumendis tandem pervcntiim

eft ad Z = 5, oooooo
J ex quo Logarirhmus numeri 5 qua?-

fitiis eft o , 5p8p70 J poiita baft Logarithmica= 10. Quare crit

69S97

proxime 10 ' 0-000 = 5. Hoc autem modo computatus eft

canon Logarithmorum vulgaris a Briggio & VlaCQ^UIO>
quamquarn poftea eximia invenra funr compendia, quorum ope
mulio expcditius Logarithmi fupputari poftunt.

107. Dantur ergo tot diverla Logarithmorum fyftemata quot

Yarii numeri pro bali a accipi poftlint , atq^uc ideo numcrus fyf-

tema-
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tcmatum Logarithmicorum crit infinitus. Pcrpetuo autem in Cap.VI
duobus fyftematis Logarithmi ejufdem numerl eandcm inter fe

fervant ratlonem. Sit bafis unius fyftematis = a, alterius

s= h, atque numeri » Logarithmus in priori fyftemate = py

in pofteriori = ^ ; crit ^ c= ^ & = /; i unde J'

= i ideoque a == ^ p . Oportet ergo ut Fradio -i- conf-
P

rantem obtineat valorem , quicunque numerus pro » flierit af-

fumtus. Qiiod Ci ergo pro uno fyftemate Logarithmi omnium
numerorum fuerint computati , h^nc facili ncgotio per rcgulam

auream Logarithmi pro quovis alio fyftemate reperiri poffunt.

Sic , cum dentur Logarithmi pro bafi 10 , hinc Logarithmi pro

quavis aliabafi, puta 2 , inveniri poffunt; qua-ratur enim Loga-
rithmus numeri » pro bafi z , qui lit= ^, cum ejufdem numeri

« Logarithmus (it = p pro bafi 10. Quoniam pro bafi 10

eft /2 =0, 3010300, & pro bafi 2 , eft / 2 = i , erit

, 3010300 : I = p: a ideoque ^ = ~ 1 = ,
' ^ ^ ^ ^ o, 301C300 ^

'

321^277. />, fi ergo omncs Logarithmi communes multiplicen-

turper numerum 3, 3*15/2775 prodibit tabula Logarithmorum

pro bafi 2.

108. Hi»c fe^uitur duorim numerorum hogdrithmos in quocun-

quefjjlemoie eandem tenere rationem

Sint enim duo numeri A/ & A^, quorum pro bafi a Loga-

rithmi fint m ^ n i erit M = a"' di N : hinc fiet

=z M — N J
ideoque M = ^/ "

; m qua jequatio-

ne cum bafis a non amplius infit , perfpicuum eft Fradionem

habere valorem a bafi a non pendentem. Sint enim pro

alia bafi l> numerorum eorundem Ad & .AT" Logarithmi Sc v

,

J±, m ft

pari modo colligetur fore M == N " . Erit ergo N"=N
hincque — = — , feu zw: n = u: y , Ita jam vidimus

K 3 in



78 DElQ^UANTITATIBUS
Lib. T. in omni Logarithmorum fyftemare Logarithmos diverlarum cjiif-

dem numeri Poteftatum ut y"^ & tenere rationem Exponen-

tium iw: «.

ios>. Ad canonem ergo Logarithmorum pro bafi quacun-

que a condcndum fufficit numerorum tantum primorum Loga-

rithmos mcthodo ante tradita , vel alia commodiori ,
fupputafTe.

Cum enim Logarithm! numerorum compofitorum lint aequales

fummis Logarithmorum fingulorum Facflorum , Logarithm! nu-

merorum compofitorum per folam additionem reperientur. Sic,

fi habeantur Logarithm! numerorum 3 & erit / =1
/j - /^j= 2/34-/ 5. Atque , cum fupra pro bafi<?= 10,

inventus fit /j = o, dpSpyoo, prseterea autem fit /io= i

eric / ^ = li = /lo — / J , ideoque orietur / 2= i—
Oj 5p8p7oo = Oj 3010300; ex his autem numerorum pri-

morum ^2 & 5 Logarithmis inventis reperientur Logarithm! o-

mnium numerorum ex his 2 & 5 compofitorum; cujufmodifunt

ifti 4, 83 325 ^4 > &c; 20 , 40 , 80 5 25 3 50 ; &c.

110. Tabularum autem Logarithmicarum amplifTimus eft

ufus in contrahendis calcuUs numericis, propterea quod ex ejuf-

modi tabulis non folum dati cujufque numeri Logarirhmus, fed

etiam cujufque Logarithm! propofiti numerus conveniens repe-,

riri poteft. Sic, fi c ^ e, f, h, denotcnt numcros quof-

cunque , citra multiplicatlonem reperiri poterit valor iftius ex-

prefllonis 5
^"^'^^ enim hujus exprellionis Logatithmus

= ilc-^-ld+^U— If ^ / IT — — Ih , cui Lo-
2 3 3

garithmo fi quzeratur numerus refpondcns , habebitur valor quse-

fitus. Inprimis autem infcrviunt tabulae Logarithmicje digni-

tatibus atque radicibus intricatiffimis inveniendis , quarum ope-

rationum loco in Logarithmis tantum multiplicatio & divifio

adhibctur.

EXEM-
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Cap.VI.EXEMPLUM I.

Qujcratur valor hujus Poreftatls 2'*
: quoniam ejus Loga-

rithmus eft = ~ / 2 , multiplicetur Logarithmus binarii ex

tabulis qui eft o, 3010300 per j- hoc eft per— 4--perit,

_7_

/2" = 05 175^008, cui Logarithmo refpondet numerus
7

I, 4^8307, qui ergo proxime exhibet valorem

EXEMPLUM II.

Si numerus incolarum cujufpiam provinciar quotannis fui parte

trigefima augeatur, initio autem in provincia habitavcrint 100000

hominum J qua:ritur poft 100 annos intolarum numerus. Sit

brevitatis gratia initio incolarum numerus= », ita ut rit/z=
100000 J anno elapfo uno erit incolarum numerus= ( i+—

^ 30

~
|o

^* poft duos annos = ( ~ poft fr^s annos

100
3 X 31= hincque poft centum annos = (— ) n =

31 . 31
(— ) 100000 i cujus Logarithmus eft = 100 +
/ loocoo. At eft / — = / 3 I — / 30= o J 01424043P J

30
5 X

unde 100 /
1^
= ij 4240435? , ad quem fi addatur /i 00000

= 5, crit Logarithmus numeri incolarum qu^efiti= 6 424043^,
cui refpondet numerus =: 2554874. Poft centum ergo

annos numerus incolarum £t plus quam vicics fcxies cum fe-

milTe major.

E X E M-
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D E /^UANTITATIBUS

EXEMPLUM III.

Cum poft diluvium a fex hominibus genus humanum fit pro-

pagatum , fi ponamus ducencis annis port , numerum hominum
jam ad loooooo excrevifTe ,

qua^ritur quanta fui parte nume-

rus hominum quotannis augeri debuerit. Ponamus hoc tem-

pore numerum hominum parte fua ~ quotannis increvifTe* at-

que poft ducentos annos prodierit necefTe eft numerus homi-

num =C ) 6 == loooooo, unde fit =
I

. loooooo .^ r , ,1 I
f lOOOOOO i

^ 6 ^ o PC 200 6 200

J, 2218487 = 0, o25io5?2, ideoque —-— =
' 7 ^ X 1000000

1000000 = 51953 X, unde fit x = i5circiter. Ad tantam

ergo hominum multiplicationcm fiiffecifiet, fi quotannis deci-

ma fexta fiii parte increvcrint ; qua? multiplicatio ob longa;vam

vitam non nimis magna cenferi poteft. Quod fi autem eadem
rationeper intervallum 400 annorum numerus hominum crefcere

perrexifTet, tum numerus hominum ad 1000000. JQQooQQ
o

166666666666 afcendere debuifiet, quibus fuftentandis uni-

verfus orbis terrarum nequaquam par fuifiet.

ExemplumIV.
Si fmgulis feculis numerns hominum duplicetur , quAritur incre-

mentum anmum. Si quotannis hominum numerum parte fuJl

~ crefcere ponamus, & initio numerus hominum fijeric

crit is poft centum annos = ( --^) »j qui cum e/Te de-

beat

100
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L ... . Cap.VI.

beat = 2»y erit =: 2'°° & / = — =
X X 100

1. I +3C I00(?9^c^
o, O030IO2 ; nine —— = -— i ergo x =

' ^ 3C 1 0000000 °

10000000 • V r £C • r l •= 144, circiter; lufficic ergo 11 numerus hominum

quotannis parte fua — augeatur. Quam ob caufam maxime
I

ridicula: funteorum incrcdulorum hominum objediones , qui ne-

gant tam brevi temporis fpatio ab uno homine univerfam ter-

ram incolis impleri potuifTc.

III. PotifTimum autcm Logarithmorum ufus requiritur ad

ejufmodi xquationes jrcfolvcndas , in quibus quantitas incogni-

ta in Exponentem ingreditur. Sic, fi adhujufmodi perveniatur

xquationem /t^ = b , ex qua incognitjc x valorem erui opor-

tcat J hoc non nifi per Logarithmos cffici poterit. Cum enim

fit = b erit / = x i a = / b = ideoquc x ==
I y ,— 5 ubi quidem perinde eft, quonam fyftemate Logarithmic©

utatur, cum in omni fyftemate Logarithm! numerorum a ^ b

eandem inter fc teneanc rationem.

EXEMPLUM L

Si numerus hominum quotannis ccntefima fui parte -augea-

tur; quscritur poft quot annos numerus hominum fiat decuple

major. Ponamus hoc evenire poft x annos, & initio homi-

num numerum fijifle = n , erit is ergo elapfis x annis =
(^ ) qui cum a^qualis fit \on ^ fiet ( ) = 10 j

idcoqueA:/— = 1 10 & at = ^-^^7— . Prodibit ita-
^ 100 /lOI— /lOO

que x= f 0000000
2 annos ergo 221 fiet homi-

* 43214 D J

^\j\(:x\ IniYoduci, in Anal. infn.parv, L num
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Lib. I. num niimcrus, quorum incremenrtimannuum tantum ccnte/imam

partem ejficit
, dccuplo major ; hinc poft 452 annos fiet centics ,

& pofl: 55>3 annos millies major.

E X E M P L U M. II.

Q^iidam debet 400000 florenos hac condltionc ut quotan-

nis ufuram 5 dc cenrenis folvcrc tencatur i exfolvit aurcm fin-

gulis annis 25000 florenos: qujeritur poft quot annos dcbitum

penirus extinguatur. Scribamus a pro debita fumma 400000 fl.

& ^ pro fumma ijooo fl. quotannis folutaj debebit ergo ela-

pfo unoanno — a — l> ; clapfis duobus annis C— Y ^ —
* 100 * ^100^

— If — ^: elapfis tribus annis (— )* a— ( — )* ^ ^
100 ^ ^ 100 ^ ^ 100 ^

£^ — I, hinc J pofito brevitatis caufa , » pro , elapfis x

annis adhuc debebit 91^ a— ^ ^

—

^ b—w^"^
^ h—

— l> = ft^ a— h { I n-\- »^ + + ^
).

Cum igiturfitcx natura progrefTionum geometricarum , i+»-f-

4- + ^ = ————^5 poft X annos dcbl-

tor adhuc debebit a — ~~7~ ^or. , quoddebitum nihilo

ajquale pofitum dabit banc acquationem )^ 4-=^ — , feu

C»— 1) d~n^ b— ^ , ideoque(^— ;!7//+ ^ = b

±j ^, unde fitxr=(.̂
-^^/-~-^"— ^^--

.^

h—(« 1> ' In

Cum jam fit 4 = 400000, b = 25000, ft = — , erit
' ^ ^ 100

( »— I ) -= 20000 & b — — I ) ^ = 5000 ,atquc

annorum
,
quibus debitum penitus extinguitur , Humerus x=

/
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/ 2^000— /5000 / s 6989700 . ,. . Cap.

-7o7 = 77 = -TUm'^ ^^'^ ^ aliquanto mi- _
100 20

nor quam 3 3 i fcilicet clapfis annis 3 3 non folum dcbltum ex-

tinguetur , fed creditor debitor! reddere tenebitur
i )^

n I

(jl)^^000—2^000—
^/t^ '4= ^= 100000 ( — )' ' — ^00000

_L 20^ ^

zo

flor. Quia vero eft / —= 0,02118^2^91, erit/r—)'*=

o, 699'^^^^? i lopooo (^3)'* =5j 6992/^69 i
cm refpon-

det hie Humerus 5003 18, 8 ; unde creditor debitori poft 33 an-

nos reftituerc debet 318 -y- florenos.

112. Logarithm! autem vulgares fuper bafi =r 10 extradi

,

praetcr hunc ufum , quera Logarithmi in genere praeftant , in

Arithmetica decimali ufu recepta fingulari gaudent commodo

,

atque ob hanc caufam prae aliis fyftematibus infignem afFcrunt

utilitatem. Cum enim Logarithmi omnium numerorum , pra:-

tcr denarii Poteftates , in Fradionibus decimalibus exhibcantur

,

numerorum inter i & 10 contentorum Logarithmi intra limi-

tes o & r J numerorum autcm inter 10 & 100 contentorum

Logarithmi inter limites i & 2 , & ita porro , continebuntur.

Conftat ergo Logarithmus quifque ex numero integro &• Fra-

dlione decimali; & ille numerus integer vocari folet Cha-
RACTERISTICA; Fradio decimalis autem M A N TissA.

Charaderiftica itaque unitate deHciet a numero notarum , qui-

bus numerus confiat ; ita Logarithmi numcri 78^ op Charade-

riftica erit 4 , quia is ex quinque notis feu figuris confiat.

Hinc ex Logarithmo cujufvis numeri ftatim inrehigitur , ex quot

figuris numerus fit compofirus. Sic numerus Logarithmo

7,5804551 refpondens ex 8 figuris conflabit.

113. Si ergo duorum Logarithmorum Mantiflse convcniant,

Chara(fterifticae vero tantum difcrepent ^ turn numeri his Loga-

L 2 rithmis
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Lib. I. rithinis rerpondcntcs rationcm habebunr , ut Potcflas denarii

ad unitatcm , idcoquc ratione liguraruin, quibus conftant, con-

venient. Ita horum Logarithmorum 4, ^ 130187 6 <?f3oi87

numeri erunt 8 1850 & S 185000 j Logaritimio autem 3 p 13 0187
conveniec 8185, & Logarithmo huic 0,^130187 convenit

8, 185. Sola trgo iVlantilTa indicabit figuras numcrum com-
ponentes, quibus inventis , ex Ciiaradleriftica patebit , quot fi-

gurie a liniftra ad intcgra reterri debeant , reliqua; ad dextram

vero dabunc Fradiones dccimales. Sic, fi hie Logarithmiis fue-

rit inventus 2 , 750341^ > Mantilla indicabit has figuras

5758945 , Chara(fteriftica 2 autem numerum illi Logarithmo

dererminat, ut fit 575, 8p45» ii Charadcriftica eflfer o, force

niimerus 5, 758P45 ; fin denuo unicate minuatur ut fit — i,

erit numerus rcfpondens decies minor , nempe o, 5758P455 &
Charaderiflicx — 2 refpondebit o, 05758^ 45 &c. : loco Cha-
ra(itcrifl:icarum autem hujufmodi negativarum — i,— 2,— 3,

&c. fcribi folent p,8,7. &c. , arque fubintelhgitur hos Logarith-

mos dcnario minui debere. Hare vero in mandudtionibus ad

tabu las Logarithmorum flifius exponi folent.

EXEMPLUM.
Si h^c progreffio 2, 4, 255, &c. , cujui qnifque tirminui efi

quadrAtum prxcedentis ^ continuctur nfque ad terminum vi^efimum
quinturn i quAriiur mAgnitudo hujHs termini ultimi. Termini hu-
jus progrellionis per Exponentes ita commodius exprimuntur :

2', 2% 2*, 2*, &c. ubi paret Exponenres progrefTionem geo-
metricam conftituere , atque termini vigeiimi quinti exponen-

tem fore 2 ~ 157772 16 , ita ut ipfe terminus quaefitus fit

16777116
T • u •— i

> nujus ergo Logarithmus ent = 167772 1 6". /z.

Cum ergo fit /3 = o, 30102PPP5553981 ip5 , erit numeri
quxfiti Logarithmus= 505=^445^25973367, ex cujus Charade-
riftica patet numcrum qu:cfitum more folito exprefllim conftare
ex 5050445 i\^^\d$. Maatiila autem 25>'733^75P52 in tabu-

la
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la Logariihmorum cjuvvrua clabit figuras initiales numcri qua?- Cap.

iiri , qua* erunc 181858. Qiianquam ergo ifte numcrus nullo

modo cxhiberi poreft , tamcn affirtrari poteft cum omnino cx

5050445 figur is conftarc, atque figuras Initiales fex clTe 181858,

quas dcxtrorfum adhuc 5050440 figurae fcquaritur
, quarum

infupcr nonnullae ex majori Logarithmorum canone dcfiniri pol-

fent, undecim fcilicet figurae initiales erunt 18185852^85.

C A P U T V I I.

De quantitatum exponentialium ac Logarithmorum

per Scries explicatione.

114. /^^Uia eft 4* = 1 , atque crefccnte Eyponente Ipfius

4 fimul valor Poteftatis augetur , fi qiiidem 4 eft

nun[ierus uniiate major; fequltur ii Exponens infinite parum

cyphram excedat , Potcftatem ipfam quoque infinite parum
unitatem effe fuperaturam. Sit co numerus infinite parvus , feu

Fradio tarn exigua , ut tantum non nihilo fit ajqualis , erit

a"^= 1 + exiftente quoque numero infinite parvt). Ex
praccedente enim capite conftat nifi efiet numcrus infinite

parvus
J
neque a talem cfie poiTe. Erit ergo vel -4^ ^=m, vel

4^ > <y , vel 4^ < « 5 qua: ratio utique a quantitate lltterac a

pendebit , c\ux cum adhuc fit incognita, ponatur =

,

ita ut fit =r I + /f o) ; &, fumta a pro bafi Logarithmica?

erit u= /( 1 + iiy).

EXEMPLUM.
Qiio clarius apparcat, quemadmodum numerus ^ pendeat a

bafi 4, ponamus eflc a == 10 ; atque ex tabulis vulgaribus

qiiseramus Logarithmum numeri quam minime unitatem fiipe-

L 3 rantis ^
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Lib. Lrantisj puta x -j ^
> ita utC\tiu~ —^

j eric
' ^ lOOOOOO lOOOOOO

'
,^ .

I N ,1000001 T_T.

/C I H )= * = 0,0000004242,0= riinCj
^ lOOOOOO lOOOOOO TJ-T

1 / • I 43429 Lob k 00^=. o, 00000 100000 J eric -7- = --^—^— & k ==
' luOOOO

100000
2 g . undepatet >f efle numerum h'nitum pen-

dentem a valore bafis ^. Si enim alius numerus pro bafi 4

ftatuatur , turn Logarithrnus ejufdcm numcri i -\~ k u ad prio-

rem datam tenebit rationem, unde fimul alius valor litter^e k

prodirei.

115. Cum fit = \-\-kca^ erit / ^= ( i -f- ,
qui-

cunque numerus loco /' fubftituatur. Erit ergo a ^= i +

I I. 2 I. 2. 3

a
cunque finitum , ob u numerum infinite parvum , fiet / numerus

infinitp magnus , hincque «= -4- j ita ut fit u Fradio deno-

minatorem habens infinitum, adeoque infinite parva, qualis eft

afiiimta. Subftituatur ergo -4- loco <y, eritque^^ = ( i +
^4)' =i+^kz. + l(n=L) 16—)(—»)

^, ^, ^
t I ' I. 2? I. 2». 3/

^ ^ >— — — k^z^+ &c. , quc-e jequatio erit ve-

ra fi pro / numerus infinite magnus fubftituatur. Turn veto
eft k numerus definitus ab a pendens, uti modo vidimus.

I i<5.Cum autem / fit numerus infinite magnus, erit^^^' =1;
patet enim quo major numerus loco i fiibftituatur , eo propius

valorem Fradtionis ^-^^ 3d unitatcm efie accefiurum , hinc fi
t

i fit

Qiiod fi ergo ftatuatur i= & denotet numerum quern-
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/ fit nuracrus omni aflfignabili major , Fradio quoqiie ^

ipfam unitatem adxquabit. Ob fimilem autem rationem erit

= i; = I J & ita porro ; hinc fequitur fore

Z I It 2 I ? 3 I O • T T •= —
i

=—
J

i= — ; & ita porro. His
2i 2 3' 3 4' 4

^ J
igltur valoribus fubftitutis, erit/=x +^ -h ^ + :

+

o I I. 2 1.2.3

— h &c. in infinitum. Hoec autem sequaiio fimul re-
1. 2. 3- 4

.

lationem inter numeros d tc k oficndit, pofito enim z= i

,

crit ^= 1 4- + -f- i
+ Sec. J atque

I 1.2 1.2.3 1.2.3.4 ^

lit 4 fit = 10, necefife eft ut fit circiter i = z , ^di^^ , uti

ante invenimus.

117. Ponamus cfic b = a\ erlt^ fi.imto numero ^pro bafi

Logarithmica J lb= n. Hinc, cum fit ==4"^, erit per Se-

riem mfinitam b = i +^ + ^^7-^ + ]-^^ + FiTT
&:c., pofito veto lb pro »j erit = i + — -{- ^ (/^)^ -f-

(Z^)' H ^^i!— Clby + &c.. Cognlto ergo valore
1.2.3 1. 2. 3. 4 ^ ° ^

litteras Jc ex dato valore bafis quantitas exponentialis qu*e-

cunque b^ per Sericm infinitam exprimi potcrit
, cujtis termini

fecundum Poteftates ipfius z. proccdant. His cxpofitis often-

damus quoquc quomodo Logarithmi per Series infinitas ex-

plicari poffint.

118. Cum fit a'^= I 4- >^ « ) exiftente u Fradione infinite

parva , atque ratio inter a ^ k definiatur per lianc ax]uario-

nem = i + —i- j- &c. , fi a fumatur pro
I 1. 2 1. 2.

3

bafi Logarithmica , erit « =r /( i + ^&/) &/'»=: /(i +^^)^-
Mani-
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Lib. I. Manifeftum autem eft , quo major numcrus pro i fumatur , eo

magis Poteftatem ( i \- kco^^ unitatem cfle fuperaturam
;
atque

ftituendo == numero infinlto , valorem Poteftatis (^i-\'kcS)^ ad

quemvis numerum unicate majorem afcendere. Quod fi ergo

ponatur (14-^^)^= 1"+-^:, erit /( i -f-x)= unde, cum

fit / wnumerus finitus, Logarithmus fcilicet numeri i-f-x-, per-

fpicuum eft J / elTe debere numerum infinite magnum > alioquin

cnim / oi valorem finitum habere non poftet.

11^. Cum autem pofitum fit (^i-^-ku^^= i 4-^ j erit i +
I I

^«=(i-f-x)^ & + — I J unde fit I CO =
I

~ (( 1 + at) ^ — I ). Quia vero eft ico =/( i + ^f ), erit

^(i+^)=T (1+^)^ 7-3 pofito i numero infinite

maeno. Eft autem (i +x) ^ = j ^ -Ix

—

^0 O ^t _^

I (i I ) (2i I ) \(t 1)

i. 2 i. 3 / i. 2i. '^i.

Ob / autem numerum infinitum , erit ^-^^^ =— j

^= — •

2z 2 3; 3
'

?ijZli= i,&c.;hincerit/(i+x)^" =i-f.- — ^ +
-^^ ^ + &c. , & confequcnter I (1+ = (—

1— + 5cc. ) J pofita bafi Logarithmica == 4 ac234
denotantc k numerum huic bafi convenientem , ut fcilicet fit

4= I + A-
-f-

Al 4, -iL + &c.
I 1.2 1.2.3

120. Cum igitur habcamus Sericm Logarithm© numeri i+x
cequalem , ejus ope ex data bafi a definire poterimus valorem

numeri
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numcri ^. Si enim ponamus i -^x = a, oh la = i , erit Cap.

T — -L r r=i_ Cfrzil' 4- — 0^
4- &r ^

^ I 2^3 ^4
hincque habebitur <f= '— 4-

(a i) —

^

^-^— + Sec. 5 cujus ideo Seriei infinite valor , fi ponatur

^== lo , circiter efle debebit= 2 , 30258 > quanquam diffi-

cultcr intclllgi poteft c(re 2,30258=-|r— -—b — —
9* ... 23
+ &c., quoniam hujus Seriei termini continuo fiunt majo-

res J nequc adeo aliquot terminis fumendis fumma vero propin-

qua haberi poteft : cui incommodo mox reinedium afferetur.

121. Quoniam igitur eft l( i -i-x) = -^C^- — +
^ I 2

&c. ) , erit , pofito x negative 5/(1 — x )=— -1-

t I 4

( — 4- ~ + -—h + &c. ). Subtrahatur Series pofte-
I z 3 4

rior a priori , erit /(i+a^) — /(i— x^ =i
| ^

^

( iL + ii! 4. + iil +&C.). Nunc ponatur i±^=^.1357 I

—

X

ut fit .V= "^
-"7"

^

, ob /4 = I erit ^ = 2 ( "T
^
. +

3 (a^/y + ^
+ &c. ), ex qua ;equatione valor

numeri i ex bafi inveniri pot erit. Si ergo bafis a ponatur

= 10 erit /'= 2 ( ^ -f- , + ~c + ^7 4-&C.), cu-
^ I r 3.1 1* ^.11^ 7.1 1' ^

jus Seriei termini fenfibiliter decrefcunt , ideoque mox valorem

pro fatis propinquum exhibenr.

122. Qiioniam ad fyftema Logarithmorum condendum ba-

fin a pro lubitu acciperc licet , ea ita aftlimi poterit ut fiat

k=i. Ponamus ergo efte ^= 1 » eritque per Sericm fupra

Euleri Introduci, in Anal, infn, parv. M ( " ^ )
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C 1 1 5) inventam 5 = I 4- — Hh • + —^-—h —^-h&c.,
^ ^ ' I 1.2 1.2.3 I-2-3-4

qui termini , fi In fradtiones decimales convertantur atque

adu addantur , praebebunt hunc valorem pro a =
2 , 7182818^845904525 535028 > cujus ultima adhuc notave-

ritati eft confentanea. Quod fi jam ex hac bafi Logarithmi

conftruantur , ii vocari folent Logarithmi naturales feu hyperho-

lici, quoniam quadratura hyperbolas per iftiufmodi Logari-

thmos exprimi poreft. Ponamus autem brevitatis gratia pro

numero hoc 2,718281828459 &c. conftanter Htteratn quae

ergo denotabit bafin Logarithmorum naturalium feu hyperbo-

licorum , cui refpondet valor litterie k= 1 ; five haec littera e

quoque cxprimet fummara hujus Seriei i 4— r~a

—— 4 ^— h &c. in infinitum.
1.2.3 1.2.3.4

123. Logarithmi ergo hyperbolici banc habebunt proprie-

tatem ,. ut numeri 1 4- Logarithmus fit = u , denotante &>

quantitatem infinite parvam , atque cum ex hac proprietate va-

lor k = I innotefcat , omnium numerorum Logarithmi hyper-

bolici exhiberi poterunr. Erit ergo , pofita e pro numero fu-

prainvento, perpetuo<r =i4- 1 i 1—; J-&C.

jpfi vero Logarithmi hyperbolici ex his Seriebus invenientur

,

quibus eft l( i + x) = a? 4 f-
—

— 4-&C ,&/ -J-^
=^ + + y4-y4- ^^-j

qu^ Scries vehementer convergunt , fi pro x ftatuatur fracflio

valde parva : ita ex Scrie poftcriori facili ncgotio inveniuntur

Logarithmi numerorum unitate non multo majorum. Pofito

namque x= — , erit /— == / -i- = — 4

—

{— 4-
^ 5 4 2 1.5 3-5' 5-5'

A4-&c.,&fadlox=— ,erit = ~ + — ,
4- —, +

l-S- ' 7 31-7 3-7' 5-7'
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2.„ r« I 2,2. 2 . Cap. VII.

7.7
2

7^
* 9 4 1.9 3-9* 5-9*

^7 + &c. . Ex Logarithmis vero harum fradionum reperien-

tur Logarithmi numerorum integrorum, erit enim ex natura

Losarithmorum /— +1 = Ji ; turn / ——j-/2= / 3 j &23 2

2/2=/4; porro I ^+ 2 + I$= l6y 3/2= /S;
4-

2/3=/^i& /2 + /5=/io,

EXEMPLUM.
Hinc Logarithmi hyperbolici numerorum ab i ufque ad 10

ita fe habebiint , ut fit

/I o> 00000 00000 00000 00000 00000
/2 0, 5^314 71805 59P45 30P41 72321

op85i 2288^ 68 1 op 6P13P 52452
' J 38525) 43<^ii ip8po 61883 44542

/J I > 5o5?43 7P124 34100 37460 075P3
/5 I

> 7^175 94(5p2 28055 ooogi 24773
^7 ^} 014P0 55313 30510 T4^3P
/8 2, 07944 i54i<^ 79^3S P2825 I5p64

/p 2> 15^722 45773 352IP 38279 04P05
/ 10 25 30258 50925) P4045 68401 79914

Hi fclllcet Logarithmi omnes ex fuperloribus tribus Seriebus

funt dedudti , prseter / 7 , quern hoc compendio fum alTecutus.

Pofui nimirum in Serie poftcriori at=^ ficqueobtInui/^=
=0, 0202027073 175194484078230, qui fubtradus a

/50 =2/54-/2= 3 912023005428 14605 861 875o8> relinquit

^49, cujus femiflis dat / 7.

M 2 124. Po-
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124. Ponauir Logarithmus hyperbolicus ipfius i 4->f feu

/( I 4- at) =y; erit y= -— — —4- ~ —-h&c.Sum-

to autcm numero a pro bafi Logarithmica, fit numeri ejufdem

I H- X Logarithmus=w eritj ut vidimus, -z/= -7- — +
"3 4 ^ ' ^'"^^"^ k= > 9^ com-

modilTime valor ipfius k bafi a refpondens ita definitur ut fit

sequilis cujufvis numeri Logarithmo hyperbolico divifo per Lo-
garithmum ejufdem numeri ex bafi a formati. Pofito ergo nu-

mero hoc:= 4, erit i/= i
, hincque fit k — Logarithmo hy-

perbolico bafis a. In fyftemate ergo Logarithmorum commu-
nium , ubi eft a = i o , erit k == Logarithmo hyperbolico

ipfius lo, unde fit ^ -= 2 , 302585o<?2pp40455840i7P9r4,
Cjuem .valorem jam fijpra fatis prope collegimus. Si ergo fin-

guli Logarithmi hyperbolici per hunc numcrum ;f dividantur

,

vel , quod eodem redit , multiplicentur per hanc fi-atflionem dcci-

mclem o, 43429448 1P03 2^182755 1 laSp, prodibunt Logari-

thmi vulgares bafi = 10 convenientes.

125. Cum fit = I 4- + ^
1

^ h fi pona-
J 1.2 1.2.3 ^

tur a-^= , erit , fiimtis Logarithmis hyperbolicis , yla= z,

quia eft = I , quo valore loco z fiibftituto , erit 4-^= 1 4-

-h — h —— + occ. y unde quxlibet quantitas

cxponentialis ope Logarithmorum hyperbolicorum per Seriem

infiniram explicari poteft. Tum vcro, dcnotante / numcrum
infinite magnum , tarn quantitatcs exponentialcs quam Loga-

rithmi per poteftates exponi pofTunt. Erit enim / = ( i -f.

"T- )' J hincque ay=(i 4-"^ )^ deinde pro Logarithmis hy-

r

perbolicis habetur /( i 4- x) =/ ( ( i -f- ^ ) ' — iJ- Dc cc-

tcro



AC LOGARITHM. PEE, SEH^IES EXPLICAT. 93

tero Logarithmorum hyperbolicorum ufus in calculo integral! Cap.VIL

fufius dcmonftrabitur.

CAPUT VIII.

De qpiantitatibHi tranfimdmuhm ex Circulo ortis.

125. Oft Logarithmos & quantuatcs cxponcntialcs con-

JL fiderari dcbent Arcus circularcs corumque Sinus &
Cofinus ,

quia non folum aliud quantitatum tranfcendcntium ge-

nus conftituunt , fed etiam ex ipfis Logarirhmis & exponen-

tialibus , quando imaginariis quantitatibus involvuntur, prove-

niunt, id quod infra darlus patebir.

Ponamus ergo Radium Circuli feu Sinum totum cfTe^ i,

atque fatis liquet Peripheriam hujus Circuli in numeris ra-

tionalibus exade exprimi non pofTe , per approximationes

autem inventa eft Scmicircumferentia hujus Circuli cflTe =
3 , i4ijpi553 58p79323845254338327P502884ip7i55?3PP3

75 105820974944^923 078 1 54052852 08^^85280348 2 5 342

1

17057982 1480855 132723055470938445 > pro quo nume-

ro, brevitatis ergo* fcribam tt , ita ut fit^r Semicircumferen-

tiae Circuli , cujus Radius = i , feu ^ eric longitude Arcus

180 graduum.

127. Denotante z, Arcum hujus Circuli quemcunque, cu-

jus Radium pcrpetuo afifumo= i \ hujus Arcus z, confide-

rari potifTimum folent Sinus & Cofmus. Sinum autem Arcus

z in pofterum hoc modo indicabo ^fin. A. ^ , feu tantum fin. z»

Cofinum vcro hoc modo cof. A. z, , feu tantum cof. z. Ita

,

cum T fit Arcus 1 80° , erit firj. o tt= o \ cof. o = i ; &

fin, — TT= T
5 cof. — JT= o ; fin. tr= o j cof. tt ==— J i

fin.
— TT=— I ; cof. — T= o ; fin^ itt= o ; & cof.i7r==i,

Omnes ergo Sinus & Cofinus intra limites -f- i & — i con-

M 3 tincn-
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^ ^ °' ^'

tinentur. Erit autem porro cof. z=fin. ( » — ^ ) • &

fin.z.^cof. ( — , atque {fin. z.y + cof. zY == i.

Praeter has denominationes notandje funt quoqiic hae : z ,

qux denotat Tangentem Arcus z
; Cotangentem Ar-

cus « i conftatque eflfe tang, z= & «=
^

==

; quas omnia cx Trigonometria func nota.

cof. z

tang, z

128. Hinc vero etiam conftat fi habeantur duo Arcus ^. &
Zy fore fin. 4- )= cofiz-^- ccf.yfin. z, Sicof.Qy -\-z)=
cof.J. cof. z—fin. J 'fin. z , itemquefin. ( y— z ) ==ifin.y. cofz—
cof.y. fin. z & cof. (y— z )= cof.y. cof.z+ fin. y.fin. 3.

Hinc loco y fubftituendo Arcus tt ; % i
— tt , &c., erit

( 9r-f-^)= + fof.z

cof.Q— TT+z)=— fin. z

fin. ( TT —
fin. z

cof. C 4--?0—— f^^/Tg

fin. ( — TT-i-z)=— cof. z
2

cof. ( — 9r + a )= +fin. z

fin. ( 2 5r 4- * )= 4- fin. z

cof ( a7r-h«)=3+<-^«

2 2

fin.{ — «)==

fm. ( X

fin.(^^'x— — ^Ttf/z

-fin.

fin. ( 2'r — z)=— fin. z

cof, ( i z)= 4- f^ 5^

Si
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Si etgo » denotet numerum integrum qucmcunque > erit C ap^

2

^^f'{^'^ — zr)=—fin.z

fm.f'^'^^Tr+z^= z

cof.{ 7r+z')=—'cof,z

fin, ( ^+3^4-^)=— cof.z fin. (
^'+3 ^ __ _ ^^y:^

Quae formulaj vera? funt five « fit numerus affirmativus five ne-

gativus integer^

1 2p. Sit fin. z= p cof. z =z q erit 4- = i j &
yZy. y= m i cof. y= »j ut fit quoque mm -\- nn = i > Ar-
cuum ex his compofitorum Sinus & Cofinus ita fe habebunt.

fin. z == p
fjti. {y'\-z)=^ mq-\-np
fin. (2y 4~i)= 2m}jq-\'(nn—mm)p
fin. (3> 4-^)= (^mn^ ) g 4-

(«' im^n)p
&c.

cof. Z '=q
cof.(y 4-«)= nq— mp
cof.{2y-\-z) =(}m—^mm)q— Irmip

cof.(3y+z) =(n^ 3w*») q

(3mn^ —^m^)p
&c.

Arcus \({\ y -\- z y ly +z, $y z , &c. , in arithmetica.

progre/fione progrediuntur ; eorum vcro tam Sinus quatn Co-
finus progreffionem recurrentem conftituunt

,
qualis ex deno-

mlnatore i — i nx -\- (^mm-^nn) x x oritur i eft enim
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I, Jin. {ly-^z,')= mfm. {y -\-z,)— ( mm -}- nn )Jin. z, five

— /m. ( 2y+ Z') =^2c-of.y.fm.(y-\-:i)— {fm.z)\ atque fimlli modo
cof.{ ly+z.)— 2cof.y. cof.{y-{-z)— cof.z.^odLtm modo critporro

Z-^- ( 3> 4- ) —icof.y.fin.ily^z)—finXy -f- ^ j , &
'Cof.{ij-\rz^ —icofy ,coj\{ iy-\-z)— cof.{y+ z^^ itemquc

fm. (4jy-i-2:) =icof.y.fin.(^y-^z) fin.^jiy^ 4 j , &
€of (4^ 4-^)— 1 cof.y. cof.{sy+z)— cofi^y +z} &c.

Cujus legis beneficio Arcuum in progreffione arithmetica pro-

gredientium tam Sinus quam Cofinus quoufque libiieric expe-

dite formari polTunt.

130. Cum fit Jf». iy z ) =Ji». y. cof. z-\- cof.yfin. z atque

fm. Qy— = fm.y. cofz —- cofy.fm.Zy crit his expreflioni-

bus vel addendis vel fubtrahendis :

^ ^ fm^y z) fm. ( y z )
Jm. y. COj. Z = L-L-l i

cof. yjm. z= — * ——
Quia porro eft r^/T + z;= cof.y. cof.z.— ftn.y.fm. z , atque

cof.Qy— z )= cofy. cof. z +f^.y- fin. z , erit pari modo

r r ^of. (y z) cof. (y ^z)
cof. y. cof. z = ~ ——' —-

fm.y.fin.z = ^o/^O— ^ )— ^^/^ C^^+jj.

Sit y= z = -i- V , erit ex his poftremis formulis :

(cof — V ) = —•—-—. & cof.— V= V ——~
{fm. l^vy =^-=^,^fm,l-v^sj^ 2 ^ 2 ^ •' 2 2

iinde , ex dato Cofinu cujufque anguli reperiuntur ejus femiflis

Sinus & Cofinus.

131. Ponatur Arcus ^ ^y—c==^; erir;' =
—— 8c 4 = * <iuibus in fuperioribus formulis fubftl-

tuti$
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tutis, habebuntur hie jequationes , tanquam totidcm Theorc-CA
mata. V

I

a 4- ^ = 2 /». —

^

^ -^2 2

r , / f^a-^-h f^a h
coj. a 4- coj,b = 2 coj. CO/, —

—

, /. /. + ^ /• <»—
f^ ^ CfiJ. 4= 2 —'— —

—

2 2

cx his porro nafcuntur
, ope divifionis , hajc Theoremata

a + t
fin. A + fin. b a 4- A—b tang—

—

/?«. a fin.b ® a 2 ^
tang,

fin, a + fin.b a+ b

cof. a -f- cof.b
^' 2

y»«. « 4" f*^' ^
— b

CO/. ^— coj. a Z
fin, a fin , b a-^b
cof. a + cofi b ^^'^Z*

2,

fin, a. fin, a a •\' b

COJ. coj. a 2
cof. a + cof. b a-h b a-—b-~ ^ == cot. —^—

. cot. —
coj.b—^ coj. a 2 2

Ex his deniquc deducuntur ifta Theoremata
fin. a -4" fi>i. b cof.b cof. a

cof. a + cof. b fin. a fin. b
*

fin. a 4- fin. b ^ cof. a 4- cof. b

fm. a finTb cof b cof a

fm. a fin. b cof. b cof. a -

r r L ^ 1
'r , = Ct^^^'

Jin. a jin. b coj. a + cof. b ^ c> ^

132. Cum fit {Jin. zY 4- (^cof.z.y = i erit, Fadoribus

rumendis, (cof. -^-i-^
— i.fm. K,^(^eof.z—V— i.fin.z)=ii

qui Fadores , etfi imaglnarii , tamen ingentem pra?ftant ufum in

Arcubus combinandis & multiplicandis. Quaratur enim pro-

dudum horum Fadlorum (r^^^ 4-V

—

i.ftn. z){cof.y.-\- /— i.

y/».y.)acrepeiierur cof.y. cof.-^— Jtn.y.Jin.z.-^{cof.y.Jin.'i>-^JifJ.y.cof.£)

Euleri Introduii. m Anal. infn. i>ar'v. N V
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Lib. I. V — !• Cum zutemCit cof. y.co/.z,
—

Jf». y.^».z.=zcof. Qy-\~z)

& cof.y.fin. z. +• fm.y.ctf. z^=Jin- -h ^) erit hoc produdlum

(^cof.y.-\-\J
— \Jin.y, Xcof.z-^-^J— i.fm. z)^cof.(^y+ z^+

& fimili modo
(cof.y— /— i.fin.y ){cof. 2,—^— i .fin, «) ~cof.Q-^z)—
V— I- fin- +

item

( cof. + v' — I.fin, X ) (C0f,y + — ^-fi^-) ) Ccof.z,+

V i.fi^ «) = cof.(^x -i-y+ ^^ + y/
— j.fin.(x-i-y^

133. Hinc itaque fequitur fore ( cof, «+ V— i.finz.y =
Cfff. iz+_V— I, fin. 2z,6c {cofiz.+ \/-—i.fin.zy==i:fff.^z +
V— I. fin. 3 z.

ideoque generalitcr erit (cof,z+y/— i.fm.z'^^=. cof.nz*^

V— I. fm. nz:

Unde , ob lignorum ambiguitatem , erit

r r cof z-\-\/ i.fyi.z)" 4- ^cof. • ' I. fm.z^
coj. n z= ( ——-J— • —

} &

„ ^ ,

(co/ ^+ si "i-fm. z) — ( cof.z / \.fm.z)

J 2 v' I

Evolutis ergo binomiis hifce erit per Series \

tof.nz=={cof.z) — ^-Hcof.z) ifm.zy 4*

njn in— a) (»— 3 ) (coCz^
^

^ f^'
I. 2. 3- 4 ^ ^

^

n(n—\)(n 2)(n 3) (n ^)(n ^) f r — ^

1.2. 3. 4- 5. 6

«—— I , , , .

hn. nz= — (col z ) hn. z — — <- -

I ^ 1.2.3
' ' I . 2 . 3 . 4 . V
« 5

KcoJ.z) ifin.^y — &C.
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134. Sit Arcus z infinite parvus, erit fin. z = z 6c cofzCx= I : fit autem » numerus infinite magnus , ut fit Arcus n ^

finita? magnitudinis , puta , » z= v ; obJ/u. z == a= ^ erit

cof. v=i ~
1 ~- — -r-r^ :: + &c. , 5c

I. z ' 1.2. 3.4 1. 2.3. 4. 5.5

fm.v= v — 4 h &c. Da-
' I. 2. 3 1. 2. 3.4.5 1.2.3.4.5.6.7

to ergo Arcu v, ope harum Scrierum ejus Sinus & Cofinus

invcniri poterunt; quarum formularum ufiis quo magis pateat,

ponamus Arcum crie ad quadrantem, feu 90° ^ ut m ad^^feu

efie V = —i Quia nunc valor ipfius jt conflat, fiisubi-

que fubftituatur, prodibit

Jiff. A. — t^o' ==

+ I, J707p53itf7P48^tf5ip23 131 i^pitf

— -f. o, 545's>5409750^245253655755553(5

+ o, 07959252524515704J120505J488

-— o, 0045817541353 i8588ioo5854<^32

4- o, 0001504411847873598218725505

o, 0000035988432352120853404580

w' •

4- Oj 000000055921729219^792581171

~^s' O, OOOOOOOOO558803510981 1457224

4- o, 00000000000505593573 J 1051950
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T9' O, 0000000000000437705546731370

+ nn* 000000000000000257142,28928^6

0,^0000000000000000012538995403

•f- o, 0000000000000000000051564550

"T7- O5 0000000000000000000000181239

+ O3 0000000000000000000000000549

atquc C6J. A. — 90 =
Hh 1} 0000000000000000000000000000

4- o, 2536595079010480136365533559

— ^Y. o, 0208634807633529608730515364

+ 05 00091P26027483P4265802417158

•
-^b- O5 0000252020423730606054810526

T —»• O, 00000047108747788181715036(^5
n

— Oj 0000000063866030837918^22408

m
o, 00000000005565P53 II4P7947230

—— ^77. o, 00000000000052P4400200734620

T -To- OOOOOOOOOOOOOO34377391790P8I

—
"m**'

^' ©<^OQOo^oooooooooi83599i652i2
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—j^. o, 000000000000000000082057J327 VIIL

—— —j^. o, 0000000000000000000003 1 1 52 8 J
ti

-J- —Yi' O, O0O00O0OOOOO00O0OOOOO0<5lOl55
M

—rs. O, 0000000000000000000000000025
n

Cum igitur fufficiat Sinus & Cofinus angulorum ad 45* nof-

fe , fradtio femper minor erit quam , hincque etiam

ob Poteftates fradionis — , Series exhibitae maxime conver-
n

gent, ita ut plerumque aliquot tantum termini fufficiantj prae-

cipue , fl Sinus & Cofinus non ad tot figuras defidcrentur.

135. Inventis Sinibus & Cofinibus inveniri quidem pofTunt

Tangentes & Cotangentes, per analogias confuetas, at quia in

hujufmodi ingcntibus numeris multiplicatio & divifio vehe-

menter eft molefta ,
peculiari modo eas exprimere convenit. Erit

ergo

Jin. V -v* , Vlift, <J V . V V •

^ fo/! V 1.2. 3 I-2.3.4.5 1.2 3... .7
'

7 — rrr—^+&c.1.2 1.2.3.4 I.2.0....^

//«. V 1.2 1.2.3.4 1.2.3..,.^

J J
' >
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fi jam fit Arcus v = — 90° crit eodem modo quo ante

tang. A.~ po" == i\* — po =
Im n

. 0.
nn-mm 6^661977^5^75 + m 0, 535<Jip7723575

+ ni
0, iP755<^7820j97

4u»

~
^nn

-'mm
03 3183098851837

0, oi85885joi773
fit

n
0, i0528888P4i45

+ 0, 00184247J2034
tn

^

0, 0055 f 10747882

+ VI-'

n''
0, 0001P75800714

ift'

o> 00034502P2554

n''
0, ooooi i^p7724f 000020279 io5o

+ 0000024011370
//*

rr
0000012355527

4- 0000002554132
lit

0, ooooooo754pf

9

1+ 00000002 p58<J4 00000000475P7

0, 0000000032857 0, 0OOOOOOOO2p5p

+ o> 00000000035J

I

0000000000185

+ 0, 0000000000405 OOOOOOOOOOOII

Oj 0000000000045

+ 0^ 0000000000005

quarum Serierum ratio infra fufiiis exponctur.

135. Ex fuperioribus quidem conftac , fi cogniti fuerint

omnium angulorum fcmiredo minorum Sinus & Colinus, in-

de fimul omnium angulorum majorum Sinus & Cofinus ha-

beri. Veruna fi tantum angulorum 30° minorum habeantur

Sinus
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Sinus & Cofinus , ex lis , per folam additionem & fubtradio- C
nem , omnium angulorum majorum Sinus & Cofinus inveniri ^ ^

pofifunr. Cum enim CitJin. 30*= , erit , pofito^= 30* ex

( 130) cofz (3o+«) + (30 — z^^ & t=
(30 — z)— Off. ( 3 o 4- « ) , idcoque ex Sinibus & Co-

finibus angulorum z & 30

—

z^ reperiuntur
( 3 o -f- « )=

co/.z—y?». ('30— & C0f f3 o ^z')r=caf (30 2.)

unde Sinus & Cofinus angulorum 330* ad 60", hincque omnes
majores definiuntur.

137. In Tangent ibus & Cotangcntibus fimile fubfidium ufu

venit. Cum cnim fit tanz. Ca+ h')= ^

<^ ^ ' ^ I fan^. a. tang, b

2 tan^. a « cot. a tang, a
tan?. 24= —

J & cot. 1 a= —
° I tang, a.tang. a 2

unde ex Tangentibus & Cotangentibus Arcuum 30° minorum

inveniuntur Cotangentes ufque ad 6o'.

Sit jam 4 = 30 — i> erit 2a = 60 — 2^ & cof. 24=
tang. ( 30 4- 2^); erit ergo tang. ( 30 + 2 ^ ) =
,o,.(3o — tang. (30— b)

^ ^^j^^ Tangentes Ar-
2

cuum 30° majoruno obtinentur.

Secantes autem & Cofecantes ex Tangentibus per folam fub-

tradionem inveniuntur i eft cnim cofic. z= cot. ~z—~cot.Zy

& hinc fec.z= cot. {^s" ^ 2i) — tang. z. Ex his ergo

luculenter perfpicitur , quomodo canones Sinuum conftrui po-

tuerint.

138. Ponatur denuo in formulis §. 1335 Arcus z infinite

parvus, & fit » numerus infinite magnus /, \xi iz obti-

Tieat valorem finitum v. Erit ergo nz=^v & £= -y5

unde fin. z= ^ ^ cof.z = ii his fubftitutis ^icof. =
(1 +
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i atque Ji». V =

. In Capitc autcm
% \j— I

i

prxcedente vidimus efle ( i 4- — ) =tf^ , denotante ^ bafin

Lo^rithmorum hyperbolicorum : Tcripto ergo pro « partim

-f- 1/ >/ — I partim — v \/ — i erit cof. v =
8cp».v= r— •

2 2 v/ I

Ex quibus intelligitur quomodo quantitates exponcntiales ima-

giDari^ ad Sinus ik Cofinus Arcuum realium reducantur. Erit

vero e * = cef +• V— i 8c e * =
1 3 p. Sit jam in iifdem formulis §.130. h numcrus infinite

parvus , feu » _= -L
, exiftente / numero infinite magno, erit

cof.n « = — I /i/t. Jit= fin. A- == 4- i Arcus
/ 'it

enim evanefcentis 4- Sinus eft ipfi jequalis , Cofinus vero

I. His pofitis habebitut

( co/:g+ y/ i,JJn. z)^ + (cof. z -— I. Jin, z )
'

2
t t

I

&

z_ ___ ( cof.z'i-y/ \.fin.z)
' — (cof. z i-M. Z )

^

i 2 V I

mendis autcm Logarithmis hypcrbolicis fupra ( 1 1 j ) oftendi*

mus elTe /(i +x )=i( i '
— h ^^^y ^ =1 + 4-/^,

pofito
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pofito y loco 1 + X. Nunc igitur , pofito loco partlm cofz -f- C
\/— I. z partim cof. z— \/— i. /t». z , prodibit i = V

I +• 4- /r cfifz+v— j.ji/f. z)+ 1 + -j- ^ is^f''^—v— I ///.Ji)

2= I , ob Logarithmos evanefcentes , i*ta ut hinc nil fcqua-

tur. Altera vero jequatio pro Sinu fuppediiat

:

4- l{ cof.z -\~ .fin. z) \-H cof.z—\/

—

\.fm. z)
z_

^

i 2 v' I

m-deoque z /___^___
, unde patet que

admodum Logarithmi imaginarii ad Arcus circulares revo-

centur.

140. Cum fit = tang, z 5 Arcus z per fuam Tangcn-

tem ita exprimctur ut fit «= —j^— /
i^ mig.z^

* 2\f I I V l-tang.z

pra vero (§.122) vidimus efie l^-^— — ?iE + ^ +^ _l

y^4-&c. . Pofito ergo^= V— i. tang.z, ^ct z= ^^l^

_ ijan^ ^ (Jjm^l_ ^ _
5. ^^^^

namus z=t» ut fit ^ Arcus, cujus Tangens eft t
, quern

ita indicabimus A. tang, t , ideoque erit A tang. t. Co-

gnita ergo Tangente / erit Arcus rcfpondens c= —

+

t'
'~ ' Cuii^ Igitur , fi Tangens / a:que-

tur Radio i, fiat Arcus z.= Arcui 45* feu z = ^5 erit

— =1 — —
-J

—

I L4- &c. ,
qua: eft Series a L E i B-

4 Z S 7
^

N I T z I O primum produda , ad valorem Pcripheriae Circuli

exprimendum.

141. Quo autcm ex hujufmodi Serie longitudo Arcus Cir*

^\x\tnlmro<iH^,mAnal,fnftt.parv, O cuH
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Lib. I. culi expedite definiri polTIt , perfpicuum eft pro Tangcnte *•

fratflionem fatis parvam fubftitui debere, Sic ope hujus Seriei

facile reperietur longitudo Areas z , cujus Tangens / aequetur

, foret enim ifte Arcus &=: 1 &c.

,

10 lo 3000 500000

cujus Seriei valor per approximationem non difficulter in fra-

(ftione decimali exhiberetur. At vero ex tali Arcu cognito

nihil pro longitudine totius Circumferentise concludere licebit,

cum ratio , quam Arcus , cujus Tangens eft= ^ , ad totarn

Peripheriam tenet , non fit aflignabilis. Hanc ob rem ad Pe-

ripheriam indagandam , ejufmodi Arcus qujeri debet , qui fit

fimul pars aliquota Peripheric, & cujus Tangens fatis exigua

commode exprimi queat. Ad hoc ergo inftitutum fumi folct

Arcus 30', cujus Tangens eft= quia niinorum Arcuum

cum Peripheria commenfurabilium Tangentes nimis fiunt irra-

tionales. Quare, ob Arcuna 30*= ^ , erit ~ = —
+ —^— &c., & = ?v^_?^ + ^\ „rsV? '

I 3-3 ?.3'

—-7 + Sec. , cujus Seriei ope valor ipfius ante exhibitus in-

credibili labore fuit determinatus.

142. Hie autem labor eo major eft, quod primum fin-

guli termini fint irrationales, tum vero quifque tantum , circi-

tcr J triplo fit minor quam pracedens. Huic itaque incommode

ita occurri pocerit: fumatur Arcus 45° feu ~ cujus valor, etfi

per Serlem vix convergentem i ~- -{— — 4- Sec. ,

exprimitur, tamen is retineatur, atque in duos Arcus a ^ i>

difpertiatur ut fit 4 + ^= = 45\ Cum igitur fit ta»^.

tang, d
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tang, a -\- tang, b & tang,b=^
j tang a

' """^ tang.d-=z
yjjj

-i-
J erit tang. ^= — , hinc uterquc Arcus ^ & ^ per Se-

cxprimetur , eorumquc fumma dabit valorem Arcus hinc
4"

ricm rationalem multo magis , quam fuperior , convergentem

cxprimetur

itaque erit

r
3.a' 5.2* 9.2

I I 3 3.3' 5-3* 7.3'
*^

9.3'

hoc ergo modo multo expeditius longitudo remiclrcumferen-

tix JT inveniri potuiflet , quam quidcm Mum eft ope Seriei

ante commcmorats.

CAPUT IX.

Dt invefiigatione Fa^orum trinomialium.

143. Ucmadmodum Fadbores fimplices cujufquc Fun-

Vw/ (5tionis inregrse inveniri oporteat , fupra quidtm

oftcndimus hoc fieri per refolutioncm xquationum. Si enim

propofita fit Fundtio quaecunque integra «4-€^4-y«'* +
J'^^ 4-fx*-f-&c. , hujusque quaerantur Fadores fimplices for-

mat- p— f manifeftum eft, fi ^— f « ftierit Fadlor Fundio-

nis«4-£-2^ + y2''4-&c. , turn, pofito 2s==-^, quo cafu Fa-

ftor /— fit^ o , ctiam ipfam Fuxidlionem propofitam eva-

nefcere debere. Hinc /— ^z, erit Faftor vel divifor Fun-

dtionis « 4- C 2 4- y + /a' + e + fifc. , fequitur fore banc

O 2 cxprcf-
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]l expreffioncm + + + + + &c. -==0. Un-

de viciflim, fiomnes radices — hujiis aequationis eruantur, fin-

gulje dabunt totidem Fadores fimpliccs Fundionis integral pro-

pofita; « 4- €z + yz.* + <^z,^ 4- &c. , nempe p— qz. Patet

autem fimul numerum Faftorum hujufmodi fimplicium ex ma-

xima Poteflate ipfius z dcfiniri.

144. Hoc autem modo plerumque difficulter Fa(5lores ima-

glnariieruuntur, quamobrcm hoc Capite methodum peculiarem

tradam , cujus ope fa'penumero F"(^lores fimplices imaginarii

inveniri queant. Qi-ioniam vero Fadores fimplices imaginarii

ira funt comparati , uc binorum produdum fiat rcale , hos ip-

fos Factores imaginarios reperiemus , fi Fadores inveftigcmus

duplices , feu hujus format p— <jz + rzz, reales quidem , fed

quorum. Fadores fimplices fint imaginarii. Qiiod fi enim Fun-

Ctionis fls 4- + yz^ -f- 4- &c. , conftent omnes Fadtores

reales duplices hujus formie trinomialis p— q z -^r zz ^ C\m\A

omnes Factores imaginarii habebuntur.

145. Trinomium autem />— z + rzz Fadores fimplices

habcbit imaginarios , fi fiierit 4/ ^' > feu < i • Cum

igirur Sinus & Cofinus Angulorum fint unitate minores, for-

mula p— qz + rzz Fadores fimplices habebit imaginarios fi

fuerit
^

= Sinui vel Gofinui cujuspiam Anguli. Sit ergo

— = cof.A^^ feu ^— i V'/r. cof. <^ y atque trinomium

/— t^z-\- rzz continebit Fadores fimplices imaginarios. Ne
autem irrationalitas moleAiam facefiat , afiumo hanc formam
p'p— 1 p qz.cof. (2^ -^^ qq zz^ cujus Fadores fimplices imagi-

narii erunt hi ,
qz—^ ( cof.<P-\- /— i. fin. S)C qz — p

( cof, (p '— \/— I <p ). Ubi quidem patet fi fiierit cef <p=
1 J turn ambos Fadores j ob fin. = o , fieri jequales &

reales.

145. PiOpofita ergo Fundione Integra «+ 5 ^+7'^*+
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Bcc. ) ejus Faitorcs fimplices imaginarli erucntur , fi dctcrmi- Cap.TX.

nentur litterae /» & f cum Angulo <p , ut hoc trinomium

//>

—

2 p^z. ciff. (p ^ ^ z zdat Fador Fundionis. Turn enim
fimul inerunt ifti Fatflores fimplices imaginarii —p(^cof.0-^

\/ i.Jin.<p) ^ qz p(^cof.<p— ^/— i.//?. ®). Quam

ob rem Fundlio propofita evancfcet, fiponatur tarn c=: x

{cof.(p-\-\/— \.fm.<p) quam ^(^cof.<p—-s/— i.fm.(p^.

Hinc, feda fubftitutionc Utraque , duplex nafcctur .-^quatiojCx

quibus tarn fradio quam Arcus (p dcfiniri poterunt.

147. Vix autem fubflitutiones loco z facienda" , ctlamfi pri-

me intuitu dijficiles videantur , tamen per ea , quce in Capite

prjEcedente funt tradita , fatis expedite abfolventur. Cum enim

fuerit oftenfum cflfc {cof.(l:>+ y— i.fm.'P^'' =cof. n<p+ \/—

x

fin. n (P J lequentes fbrmulcC loco fingularum ipfius z Potefta-

tum habcbuntur fubftituend^.

pro priori Fadore

z" = ^{cof,i(p-\-\J— \.pn,i(p')

&c.

T

pro altcro Fadore

z = -^cof. (P —y/— l.fi». <P)

tC^cofi (p— s/— I .fin. 1<P)
P

^Jicof.i<p- si
—

\fitn.z(p^

^(j:of,/^(p—sJ~\.fm.\<p^

&c.

Ponatur brevitatis gratia — ^ j
fadaque fubftitutione fequen-

tes dua? nafcentur a^quationes.

{ ei-hCr. cof. CP +yr^.cof.2(^ + cTr^ coyT 3 4) + &c. 7

o 3 148. Qii.od
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148. Qiiod fi hsc du^e aequationes invicem addantur & fub-

trahantur , & pofteriori cafu per 2 v/— i dividantur, prodibunt

hx dus a-'quationes rcalcs :

o et Cr.c0f.<p ^ yr^.cof. 2(p-{-Jy\cof <P + &c.

o = Q,r.fi>t. (p yr"^ .fm. 2(p-{- <^r\fm. 3 <P + &c.

quae ftatim cx forma Fundlionis propofitar

+ yz^ J'z' + ez'' &C.

formari pofifunt, ponendo primum pro unaquaque ipfius z po-

teftate = cof. n , deinceps ^'^ .=r" .y/». Sic enim

ob Jiff, o 4^= o & cof o 4) =; I . , pro z° feu i in termino con-

ftanti priori cafu ponitur i , pofteriori autem o. Si ergo ex

his duabus sequationibus definiantur incognitac r & 4^ , ob r=
, habebitiir Fadlor Fun(flionis trinomialis />p— i/'^z. cof0 +

^^zzy duos Fadorcs fimpliccs imaginarios involvens.

14P. SI ^quatio prior multiplicetur per Jin. m cp ; pofterior

per cof. m <p J atque produ(5la vel addantur vcl fubtrahantur

,

prodibunt iftse duce ^equationcs

:

o =:.ct,. fin.m 4) + ( w + i ) + yr^ fn. (/w + 2 ) 4> +
^r\fin. (w+ 3 )4) + &c.

o == a.fin. w 4> + Zr.fin. (w+i)<:^-f-y .pn. (m— 2) +•

^r\fm. — 3) <^> + &c.

Sin autem aequatio prior multiplicetur per cof.m 4> & pofte-

rior per Ji/f. m cp
, per additionem ac fubtra(fiioncm fequentcs

emergent jequationes.

0= Gt. cof. m<P + Qr.caf(m— i)4^yr^.cof(fH— t) 4-

</r'.ftf/: (w— 3)<^) + &c.

o~a.cof.t?t(p'-{-Cr.cof( w4- 1)^ y .cof m -f- 2 ) 4> +
i^r\ cof (^m ^ ^ ^ -i' &c.

Hujuf-
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Hujufmodi ergo dua» aequationes qusecunque conjundae deter- C^^-

minabunt incognitas r & 4) j quod cum plcrumque pluribus

modis fieri poflit , fimul plures Fadorcs trinomiales obtinen-

tur , lique adeo omnes , quos Funcflio propofita in fe com-

plcditur.

150. Quo ufus harum regularum clarius appareat , quarum-

dam Funcitionum fsepius occurrentium Fadtores trinomiales hie

indagabimus, uteos, quoties cccaiio poftulaverit , hinc depro-

mere liceat. Sit itaque propofita ha?c Fundio / -h , cujus

Faftores trinomiales formae pp
— 2pqz.cof.(^ -\-qq dcterminari

oporteat ; pofito ergo r= — , habcbuniur hae dua: ^quationes

:

o = a .cof.n^ & o = r" .fm. n <$) , quarum pofte-

rior dat fin. n 4>= o.i unde erit n cp Arcus vcl hujus formx

(2/^-|-i)xvel i^TT , denotnnte ^ numenim integrum. Cafus

hos ideo diftinguo, quod eorum Colinus fint diftercntcs; priori

enim cafu erit cqf. ( 2 ^ + i ) ^=— i pofieriori cafu autem

cof. %k7r=+i. Patet autem priorem formam/?4^— f2/f-|-i);r

fumi dcbcre , quippe quse dat cof. nCp-=— i , unde fit o=a"
— , hincque porro r a= Erit ergo p==^, q=J,

&^=(li_+_L)z^ unde Fundtionis a'-i-z Fato erit
ft

aa— 24Z. cof. i—
^-^^ h zz. Cum igitur pro i nume-

rum quemque integrum ponere liceat, prodeunt hoc modo plu-

res Fadorcs, neque tamcn infiniti
, quoniam fi , ultra n

augetur, Fac%res priores recurrunt, quod ex excmplis clarius

patebit , cum fit cof. (itt + 4> ) == cof. (p. Deinde fi » eft

Humerus impar
, pofito i k -i- 1 = n , erit Fador quadratus

aa-i~ 2az-i- ^z nequc vero hinc fequitur quadratum (a-\-zy

efTe Fadlorem Fun6lionis 4" + j quoniam ( in §. 148) uni-

ca iequatio lefuhat , qua tantum patet a + z efTe Diviforem

formula:
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• formulae + } rcgula femper eft tcncnda qmncscofcp
'

fit vel 4- I vel — i.

EXEMPLUM.

Evolvamus aliquot cafus, quo ifti Fa(flores clarius ob ocu-

los ponantur , atque hos cafus in duas claftes diftribuamus

,

prout pf fuerit numerus vel par vel impar.

»= I

Formula
a + z

Faiflor eft

^ + «

Formulae
4^ +

Fador eft

4' -h

Si n = 3

Formulie

a' -h z'

Fadores funt

Si « = 4
Formulae

4^ -4- 4^

Fadores funt

aa— Z 47. Cof. T ~{- ZZ 44 2 4Z.C0 . TT

4
+ z z

4 Z 44 14Z, COL TT
^ 4

4- z z

Si » = 5

Formula

+
Fadores funt

Si n = 5
Formula:

4 -f- Z

Faclores funt

40^ 44 ' 2 4Z.C0f. -i- TT
o

+ z z

44 •244. TT -f- 4 « 44 -— 2 4 2:. — TT
o

z z

4+2; 44
o

Ex qulbus excmplis patet omnes Fad ores obtineri, fi loco

^ ^ + I omnes numeri impares non majorcs , quam Exponens
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?t, fiibftituantur , iis vero cafibus quibus Fador quadratus prodit, Cap. IX.

tantum ejus radiccm Fadtoribus annumerari debcre.

151. Si propofita fit ha^c Fundlio a"^ — z!^ , ejus Fador
trinomialis erit p/> — 2 /> ^ z. cof •\- qq , fi pofito r==

5 fuerk o=<f" — r". cofn<pS)C o==.r\ fin,n<p. Erit ergo

iterum Jtn. n (P = o , ideoque » (p ( 2 /f+ i ) tt vel ==
2 k-^r. Hoc autcm cafu valor pofterior fumi debet , ut fit cof.np

= + ly qui dat o =/ — r" & r = = a, Ha-

bebitur itaque p= ai q=i\ & <p = ^lAjL • unde Fa6lor

trinomialis formulae propofita: erit= aa— z a z,. cof. ^

+

z z} qux forma, fi loco 2 ^ omnes numcri pares non ma-

jorcs quam» ponantur J fimul dabit omnes Faciores; ubi de Fac-

toribus quadratis idem eft tenendum quod ante monuimus.

Acprimo quidem, pofito k == o , prodit Fador a a— 2az-\-zZy

pro quo vero radix a— z capi debet. Similiter, fi « fuerit

Humerus par & ponatur 2 k= n , prodit a a-\-z az-^-zs^^, undc

patet a-^ z effe diviforem formac a' —
EXEMPLUM.

Cafus Exponentis n ut ante tradati ita fe habebunt , prouc

n fuerit numerus vel impar vel par.

Euleri lndrodu5i. m Anal. infn. parv. P SI
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Lib. I. Si n = I

Formulae

ti — z.

ipfa erit Fadior— z,

i a

Si » = 3

Formula?

Fatflores crunt

a — %

— ^ a z.cof.— 'sr "4- ^ -3

Si /; = i

Formula;
4^

Fadores erunt

4 — z.

a + z

Si » ^= 4
Formulae
4* —
Fadorcs erunt

a — z

Si = 6

Formula?
6 S

4 Z

Fadores erunt

a — z

a a •— z az.coj. — v + zz
o

^ A 7AZ. COf. T + ZZ
o

4 Z

152. His igttur confirmatur id, quod fupra jam innuimus,

omncm Fnnclionem intcgram, fi non in Fadores /implices reales,

tamen in Fadores duplices reales refolvi poflfe. Vidimus cnim

banc Fandionem indefinite dimenfionis 4" + ^ Temper in

Padores d'jplices reales , prceter (implices reales , refolvi pofTe.

Progrediamur ergo ad Fundiones magis compofitas , uti : «

€ 2." + 7^^
"5 cujus quidem , fi duos habeat Fadorcs forma?

/) + ^ z^ y refolutio ex priccedentibus abundc p.nct. Hoc

ergo tantum erit efficicndum , ut formae « -f- € 4" 4- y ^^"j

CO cafu , quo non habet duos Fadores reales formx fi -i-S z^9

refo-

Si » r= 5

Formulae

a' — z'

Fadores erunt

a — z

41a I a z. coj. — 7r zz

r 4 ,

4t d — 2 a z.cof.
-J

ir + zz
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refolutionem in Fadores rcales , vel fimplices vel duplices , do- C a pJX.

ceamus.

1 53. Confideremus ergo hancFundlionem : a^^— 24" x

eof. g 4- in duos Fa(flores forniee >j -f- ^« 2s" reales

refolvi nequit. Quod fi ergo ponamus Iiujus Fundionis Fac-

torem duplicem realem elTe — ipqz. eof.(p+qqzzy

pofito r = dus fequentes ajquationes erunt refolvendx :

o= a — za r 'coj. g. coj. n (p +r , coj. iff (l> oc o =—
2 0^ r*' cof.g.fm. n <p -^-r^^.fin, 2»<p. Vel, loco prioris .t-

quationis fumatur ex §. 14^ , (poneiidow==: a i?), ha:co=
.fin. in <p — la' ' cof. g.fin. n (p , quas cum pofteriori

coUata dat r = a\ turn vero erit fm. 1 n (t> =2 co/.g.fin.n(p:

At eft fin. z n <P = 2 fin. » <p. cof. n (p . unde fit cof.n(P=^

cof. g. At eft femper cof. (^z kyr +g^ z=i cof. g, ex quo ha-

betur n <p= 2 ^ T g 3c <p= ^ — ^
. Hinc ergo Fac-

tor generalis duplex formae propofitx erit = a a — zaz. cof.

^^^^^^ -h zz i atque omnes Faiflores prodibunt , fi pro ik

omnes numeri pares non majores quam « fuccellive fubftituan-i

tur, uti ex applicatione ad cafus videre licebit.

E X E M P L u M.

Confideremus ergo cafijs quibus /?eft i , 2, 3> 4, &c.,ut

ratio Faftorum appareat. Eric ergo

Formulae
<«* — z az. cof. g zz

Unicus Fadtor

ad — 2 a z. cof ~\- z z

Formula'

4* -— la^z^. cofg +



DE 1 N V E S T I G A T I N E
Tadores duo

44 2 4 Z. cof. — + ^*
2

aa — 2 cof.{
^ ^ \-zz feu a4-^iaz cof.

Formulae
* — 2^^*'. cof g + z^

Fadores trcs

1 a z. cof. 4-

44 l4Z.C0f.
'^^ ^ 4-

3

3

FormuliB
4»

Fa(5lores quatuor

/«4 — ^ a z. cof. — \- zz

44 2 4a.i:<y.—^ -f- 2:2;

44 — 1 az.cof. zz
4

44 — ^a:^.cof7'^ + 2,s feu 44 + iaz.cor.^-\-!^z
' 4 ^ 4
Formula

4'°— %a' z'. cof.g

Fadores quinque

44 — 2 4 2i. f^yC -j- 2:2;

-14 Z.COf. + zz

44 2 4Z.C0f^— ^^-^-S

<4 Z 4 Z,C0C^^ ^ -{-ZZ

Con-

44

44
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Confirmatur ergo etiam his exemplis omnem Fundionem in- Cap.

tegram in Fadtores rcalcs, five fimplices five duplices, refolvi

pofie.

154. Hmc ulrerlus progredi licebit ad Fun(ftioncm banc

a -i-Q z.^ -i- y z'^^ + J" z}^\ quae certo habebit ilnum Fa(fto-

rem realem fornix 1? -f- ^ 2;"
, cujui igitur Fadores rcalcs , vel

fimplices vei duplices , exhibcri poflunt ; alter vero mukipli-

cator formse i + x + a a^", utcumque fuerit comparatus,

per §. prseced. pari modo in Fadores refolvi poterir. Deinde

hsec Fundio « + € -s^ + y z.^^+o'^^-^^+fi'^ , cum perpetuo

habeat duos Fadores reales forma? hujus j; +^ + i z'^^j

fimiliter in Fadores , vel fimplices vel duplices , reales refolvitur.

Quin etiam progredi licet ad formam a -\- + y z'^^ +
z^^^+ez^^ +£-2^^" quae 5 cum certo habeat unum Fadorem

formae >? + ^ , alter Fador erit formae praecedentis j unde
etiam h^c Fundio refolutionem in Fadores reales, vel fimpli-

ces vel duplices , admittet. Qiiare fi ullum dubium manfifiet

circa hujufinodi refolutionem omnium Fundionum integrarum

,

hoc nunc fere penitus tolletur.

rjj. Traduci vero etiam poteft hsc in Fadores refolutio

ad Series infinitas ; fcilicet , quia vidimus fupra eflfe i -h -j- +
— -1 1 h See. =^^j at vero efie z=.
I. 2 I. 2. 3 1.2.3.4

i

( 1+
-J-

) J denotante / numerum infinitum , perfpicuum eft

Seriem i -\—L + 1- — \- Sec. habere Fadores in-
X 1.2 ^ I. 2. 3

finitos fimplices inter fe a?quales nempe i 4- At fi ab ea-

dcm Serie primus terminus dematur 5 erit-Y + — -t-
^ ^ ^

+
P 3 ^c.
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L I B. I. X X
^

&c. = tf — i= (i-hY) — i> cujus format cum §.

iji comparatae, quo fit a = —t- i n =i t d>c ^ = i,

Fa»ilor quicunque erit= ( i + y )*—2(1+ ~)cof-^7r'^

I 5 unde, fubftituendo pro 2^ omnes numeros pares, fimul

omnes Fadores prodibunt. Pofito autem 2 >f= o prodit Fac-

tor quadratus pro quo autcm tantura ob rationes allcgatas

radix fumi debet , erit ergo x Fadlor expreflionis —

i

quod quidem fpontc patet. . Ad reliquos Fadores inveniendos

notari oportet eflfe, ob Arcum ^ tt infinite parvum
, cof

^ 5r = I — ^y
- TTTf ( 134 ) J terminis fequentibus, ob i nu-

merum infinitum , in nihilum abeuntibus. Hinc erit Fador qui-

libet == + ^^TTT -f-'
^^^^^

•'^jatqueadeo forma —

i

II II I
^

erit divifibilis per i 4- -:—I n • Quare expreffio e — 1

= ^ ( I + 77^ + rXl {:ITa
+^^' prsterFado-

rem x , habebit hos infinitos ( i + 4- ) ( i + 4-4-
' 4 TT /

) ( I 4—^4- ) ( I 4- 4- p ) &c.

iy5. Cum autem hi Fadores contineant partem infinite par-

vam
-J

, quae , cum in fingulis infit , atque per multiplication

nem omnium , quorum numcrus eft ?,producat terminum

omitti non poteft. Ad hoc ergo incommodum vitandum

confidercmus banc cxpre(fioncm e — e =
i i

, J

f I 4- ^ )

—

(l 4 ) =:2(^ 4- — H b &c.)
^ * J ^ 8 ^ I * I. a. 3 1.2. 3. 4-5

eft
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_n • — X X
, 3c* ,0 Cap. IX.

eft cnim e =1 \ H&c.j qua: cum
I 1.2 1.2.3

•§. 151, comparata -dat = i , ^= 1 -h -y & z = i — ~

undc hujus expreflioriis Va6tor erit — 2ai,.cof. tt +
5^i=2 4--7-: 2(1 - ) ^ 5r= -^rr 4-

^^
4, , ob caf. -rT = I -— — . FunCtio ergo e —

'
t ti

e divifibilis erit per i + 77 ~ , ubi autem termi-

rius ^ tuto omittitur , <juia etfi per / multiplicetur , camen

manet infinite parvus. Prseterea vero ut ante, fi = 0, erit

primus Fador ^^x. Qiiocirca, iiis Fadoribus in ordinem re-

daais.erit
" ' ==x ( i + eL2f;Ci +^ )(i + JL^

)

( 1 + *^
) ( I + -f^JL ) &C.= X (14.-^ H L

^ iSttt'^ 2S7r7r^ ^ 1.2.3 I.2.3-4-S

—^ + &c. ^. Singulis fcilicet Facfloribus per multiplica-

tionem conftantis ejufmodi formam dedi , ut per a(ftualem mul-

tiplicationem primus terminus x refultet.

157. Eodem modo cum fit
^

\^— = i + +
i I

X X

3C*

I. 2. 3 4

nis

(1 + 7 ) +(1— 7 )

4- &c.= 3 hujus cxprefTio-
2

is cum fuperiori a^^-}- comparatio dabit a = i ~-

c= I erit ergo Fa(5iorquicunque=u«4

—

la&x
i

^ 2k-^l . 2XX , HX^ /-24+I TTji

autem
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Lib. I. ^ 2/^+1 (
y- k.'^ \ y TT TT , r r fi

autem r^A
^

tt= i
—

, unde rorma tdao-

ris erit ==— + ^^^"^ ^ ^
^

^ evancfcentc termino cuius dc-
ii I I

nominator eft i*. ^ Quoniain ergo omnis Fador expreflionis

1 J- ^* 4- ~— + &c. huiufmodi fbrmam habere debet
' 1.2 I. a. 3-4

I +acxx, quo Fador inventus ad banc formam reducatur

,

dividi debet per
O ^

. ^-^^^^ Fador forma? propofitje erit

1 + ;

—

, f^^M J ex eoque omnes Fa<5lores infiniti inve-

nientur , fi loco 2 ^ -f- i fucceffive omnes numeri impares

fubftituantur. Hanc ob rem eric

= 1 +^ H ^ h 1 4. &c=
2 1.2 I. 2. 3. 4 I. 2. 3. 4. ^ (S

158. Six fiat quantitas imaginaria, formula: h^e exponcn-

tiales in Sinum «& Cofinum cujufpiam Arcus realis abeunt.

z<J— I — zsJ— I

e — e

Sit enim x ==. z \J— i i erit ; =
2 V— I

fm, % = z — + :

— h&c.,
1. 2. 3 I. 2. 3. 4. ^ I. 2. 3. ... 7

quae adeo expreflfio lios habec Fadores numero infinitos

—— )(l—— )(i— — ^)(I

&c., feu erit fm. z,= z(i 5-)
TT TT 2 TT

(I +-^)ri— ) &c.. Quoties ergo Ar-

cus z ita eft comparatus, ut quifpiam Fadlor evanefcat, quod
fit Ci z=: o z == z^= ^ ZTT ^ & gcnerallter fi z —
+ ^7r5 dcnotante^ numerum quemcunque inrcgium , fimul Si-

nus
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nus ejus Arcus debet effe == o , quod quidem ita patet , ut Cap. IX.

hinc iltos Fadlores a pofteriori eruere licuifTet.

^^V— I
g
— — ^

Simili modoj cum fitf — == cof.

erit quoque<-tf/r«= ( i — — ) ( i — ^— ) ( i — )

f 1 — ) 3cc., feu J his Fadoribus in binos refolvendis,

erit quoque f-V. «= (
I juH —

(i— 1+^) &c. , ex qua pari modo patet, fi fuerit

;c= _+ C
^
^

fore f = o , id quod etiam ex natura

Circuli liquet.

155?. Ex §. 152. etiam inveniri poflunt Fadores hujus ex-

preflionis e — 2 ccfg+ e = 2 C i — ftffg H -f*
I • 2

4—^— -h &c. ), Tranfit enim hxc expreflio in banc
I. 2. 3'

4

«
»

( I + 7- ) — i +
J-

) 5 cum ilia forma

comparata dat z»= i; a= i -j- , & 2.= i j- , unde

Fader quicunque hujus formulie erit = aa — 2 az,. cof,

—i— 2f I cof. . ;

at eft cof,
liHir^ ^ ,_ <^K^^gy Fadlor

/ II

erit = + 4r2i^^^^
r^i, hujus form^ i + r-r^,-

Si ergo expreffio per 2(1— cof. g ) dividatur, utin Serieinfini-

ta terminus conftans (it = i , erit, fumendis omnibus Fadori-
X _ X

^\x\ti\. httrodu^itin Anal, irtfn.farv, Q (1 +



12* DElKVESTIGATIONE
Lib. 1. / , f N , _i_ ^ ^ > T J ^

*ponatur W- erit £2i£=^^=(i_i )( +
J

)

O- O + j;;!^,K ^- ) ( . + )

-i — ^ + &c. . Hli-
1.2.3.4(1 — cofg) 1.2. ...6(1 ^ro/^;

jus adeo Seriei in infinitum continuata: Fadores omne5 cog-

nofcuntur,

1 5o. Commode ctiam hujufmodi Fimdionis e
~ + <r

Fadorcs inveniri omnelque aflignari pofTunt. Tranfmuutur enim

in hanc formam ( 1 4- ) i ( ^
—j—- ) > 9"^' comparata

cum forma a -i- z\ Fa6torem habcbit aa—laz.co/!^^ zz,

denotante m numerum imparem fi valeat fignum fuperius , con-

tra vero numerum parem. Cum autem , ob /' numerum infinite

magnum, fit fof.^= i —
-^ff 3 Fadlor ille generalis

= -i- At hoc caTu erit ^^ I +
:— , unde fit f <^— z r == ^

4^=1+ ^ H ^
; ideoquc Fa-

dor erit per // multipiicatus = (i^ — <-)*4-4(^— t) x +
XX +mm ^TT y negledis terminis per / vel / / divifis

, quoniam
jam omnis generis termini adfiint , pr^e quibus hi evanefcercnt.

Termino ergo conftante ad unitatem per divifionem redudlo

r n ,
4'' b— c) X 4. X X

crit Factor + / . ,

^ -

Ldi. Nunc,
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\6i. Nunc* qiioniam in omnibus Fadoribus terminus con- ^ap. IX,

ftans eft = 1 5 ip^a Funifiio
/^"^'^ + / ^ per ejufmodi

conftantem dividi debet, ut terminus conftans fiat = i ^ feu

ut ejus valor , pofito x = o ^ fiat = i ; talis Divifor erit

be ^^+^4./—
e + 5 & banc ob rem exprefTio hare ^

—= pef

Fadores numcro infinitos exponi poterlt. Erit ergo , fi va-

leat fignura fuperius atquc m denotet numerum imparem ,

C -f- c

( I +^— c)3c4-4xx
^ autem fignum inferius va-

leat , atque ideo m denotet numerum parem , cafuque m= o
b -4- X c X

radix Fadoris quadrati ponatur , erit =
e —

/

f r _I_ ^ ^
1 ^ r J- 4C^ C)X+^X \ , _ , +4^^^^ X

^ ' b^c ^ ^ ' 4^^4-(/,— c)* >' ^ ' I5;r;r+C^—0' ^

^ 3^7r;rH-(/' c) ^

162. Ponatur ^==0, quod fine detrimcnto unlverfalitatis

fieri poteft, eritque ll±iL_i 1= ( i — ±cx ^^xx
I -f-e

(1 — -i^
,

^
) C I — f— ) Sec. i

—
If-N^j 4gx + 4XX X . 4gx + ^xx .

( I—
^eTTTT+ cc

^ ' ponatur c negativum ,
atque

habebuntur hae dux aequationes : ^ ^' —~ ==
I + ^
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TTTT -i- cc 9 TT /r -jr c C ' 2)7r7r -t cc
ft r ——X

e —- e. e . , 2 x ^. , , a. c x -\- d. x x ^

, C A X TT "T^ C C
I —- e

I + 3^^"^^^) Multiplicetur forma prima per

2 .V

tertiam , ac prodlbic —^t^-^ ^—
i ponatur ve-

fo> loco 2v,eritnuc + '"^'^
+JLr= (t~^£>l2:^)

2-}. / + TTTT+CC

( I _L ^C^+^Wj 2rv4- yy ^ ^ 20'4->!y 2cy + yy v

( I + ^^-^ "^f^ ) ' Multiplicetur prima forma per quar-

IX Z X c c

tarn , erit produdum = -—^^^-^—
\ -— ' po-

e e

natur y pro 2 x , critque f —
c c

e e

^^^2cy+yy 2cy+yy
^^^^ Si fecunda forma

per quartam m.iltiplicetur , prodibit eadcra xquatio nifi quod
c capiendum fit negativum , erit ncmpe

c c y y
' = (i— + ^cy+ yy

^
e

TTTT •\- C C

( + 1^4^"') ( I— ly-^"' ) &c. . Multiplicetur de-

niquc
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y I
—y c

— Cap.

nique forma fccunda per quartam eritquc ^
^

c c
2 e —-— e

JO',/, 2cy+yy . ,
2cy +yy^(^ £SL±Z^ ^

153. Hx quatuor combinationes nunc commode ad Cir-

culum transferri pofTunt, ponendo c=i \/— i 8cy= vs/— i

:

V i/ I , V J —— I r ^
crit cnim e ^ +^ ^ =s: 2 coj.vi e

—r—*^— = I ^/— + — —

'

= a ; e^^ *— e
^= i V— \,fm.g. Hinc

prima combmatio dabit —5-—7-^ =1 — ; ^, ,
—7—

+

1.2.3.^(1 -^COf.g) I.2....6(l+C0f.gy ' ^ ^TT gg^

( I — _ — )r 1—^
)

)(i ;&c.=
(1 —)( 1— . ;( I 4 ( I + )

(i— , 1 Ki ——^— ) (iH ^) &c. ==

,. .1 ^cof. v cof. p vv
combmatio dat-^- /-^ = 1 — -7:—

+

1— coj. g ^
1.2(1 — cof, g)^

7 7-^ Z +&C.= (l )
1.2.3.4(1 coj.g) 1.2 5(1 cof.g) ^ gg ^

^WTsr gg ^sT'sr'— gg iC-zs-Tsr gg
a 3 (1 —



126 DE INVESTIGATIONM
Lib. I.

Sccunda combinatio dat-
^"'^"^^^'

i + r^^^ —

H

y/;/.^ Jin.g 1.2-1 Jm.g

j: &C.= n H ) ( I + )

4zs-7sr
—-gg 9WOT- gg' yC-sr-zr gg

^
' ^ ^ g 'sr-hg 273- g^

(1+ ^ )(i ^;ri —^scc,
* ^ 2'U+g'' 3Ts—-g

\ j7^+g Sts g'

Ac fumto V negative prodit tertia combinatio.

1^4. Ipfac vero etiam cxprefliones in §. \6t. primum in-

ventae ad Arcus circulares traduci pofTunt hoc modo : cum (it

e 4- g- g ( 1+ g )(e + e. e ) ___

X , X , c X c+*
-S—2- i. — .— , 11 ponamus c=g /— i &

a + / + ff

hxc cxprefTio abit in banc ^^A+ ^oA^—^) _

«• 12,* 2* I

= (1 +
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r I 4 ) ( I ) &c. . Simili modo altera cx-

prcfllo, fi Numerator & DenomkKitor per i — e ^ multi-

X , —X c— X ^—c+x
,» ... ^ + ^ — ' — ^

plicetur , abit in ; quae

,

a— / — e

&dQ .= . I & X === zV^>- 1 . dat "~ ^^-^ =
^ ^ I co/^

—

—

^—T- :=sz coLz. i . Lrit erso cof.z—
^ I cof.i

J
tang.ig ^ ^

60t. —g-P^' 2,= I cot. Z <:0t' -
J?" +^^ ^ I 2 ^ 1.2 1.2.3

cot, ^4-&C.= (l ^ )

( , -^4|i:=4i5)c I ^ 4^A:r:M^^ ) &c. = r i ^ ii:

)

l^^ar i'^'* ICttit gg^ g

27r
—

^ 27r+^ ^ ^ 4?r ^ ^ 45r4-^^

Quod fi ergo ponatur i/=2«ifeux=— -y; habebitur

'
^= cor,^v + /.r/ze. -L r.fin, — v =3

•Z3 g'^ •33-+^^^ —g^^ S-zsr+r

=C4f^v — tAng. — g. fin, — V =
cof.\g 2 * 2 2

V ^ ^^^^ '5r+^^' 3^5r ^^^^ S-af+r
fin. \ (si— X. 1 I /.I—^r^^^- • = CO], — V —' c/>t, — /. hn. — V =

kg 2 2 2

>. kg



128 DE USU F ACTO KUM I NVEM TOI{UM
Lib. I. ± ( jT-^'7j) ^ I . ^ I ^ I

' ^ ^ <^ ^

—

i cof. — V cot. — g. ftn. — V ==.

jin. ~g 2 2 2

2^ g^^ ^2^+^^^ 4^3 g'

Q^iorum Fadlorum lex progrefTionis fatis eft fimplcx & uni-

formis ; atque ex his expreflfionibus per multiplicationem oriun-

tur ese ipfe , qux §. praecedcnte funt invent^e.

CAPUT X.

De uju Fa^orum invmtorum in definiendis

JummU Stmrum infinitarum,

i6y Ql fuerit i + Az + Bs^' +Cz,' -i-Dz* + &c. =
t3 (i+ccz) ( I + ^2,) ( r -hyz) ( , &c. , hi

Fadlores, five fine numero finiti five infiniti , fi in fe adlii mul-

tiplicentur , iliam expre/fionem i + A •hBz* Cz* Dz.^ +
&c. , producere debent. ^quabitur ergo coefficiens A fummae

omnium quanticatum «+ G-{-y + e^+£ + Sec. Coefficiens

vero B .xqualis erit iummx produdtorum ex binis , critque

B ~ ecQ-h ciy + ccJ'i' Zy-{-<^J+ yJ-\^ ike. . Tum vero

coefficiens C sequabirur fiimmce produ(5torum ex tcrnis, nem-

pe erit C= «Sy-r«Sc/' + !^yJ^+ ay J" + &c. . Atque
ita porro erit D = fiimma? produdorum ex quarernis , E =2
fumm.^ produdorum ex quinis , &c. , id quod ex Algebra

communi conftat.

1 55. Qiiia fiimma quantitarum fls + C + y + <^ + &cr.

,

datur una cum fiimma produdlorum ex binis , hinc fiimma

Qi^iadratorum «* + + y* + + &c. , inveniri poterit,

quippe qua? zequalis eft Quadrato fiimm^ demtis duplicibus

produftis ex binis. Simili modo fiimma CuborUm, Biquadra-

torum & aitiorum Poteftatum definiri poteft : fi enim ponamus
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(1= y»+ &C.

2i = + + 7*+^^' &c.

S = + + + + &c..

T = a* +C' + y'+ J' +e'+ &C.

8cc.

Valores P, Q^, 12 ,
5", F &c. fequenti modo ex cogni-

tis ^ , Bf C y D i &c., detcrminabuntur.

P =
Q = ^? — 2B
= BP +

S = AR — BQ + CP — 4P
T = AS — BR + Ca-^ DP + sE
V = AT BS + CR — DQ^+ EP —• 6F

&c.

quarum formularum Veritas examine inftituto facile agnofci-

tur: interim tamen in calculo difFerentiali fummo cum rigore

demonftrabitur.

157. Cum igitur fupra ( §. 15^. ) invenerimus elTc :

X X

— =ix( I + 4 + + occ. ) ==
2 1.2.3 i.2.3.4-f 1-2 7

Aj. . 1
X X . , , XX V/ , XX y. . ^ ,

»CXx

( I + --^)&c., erit I 4--^ 4 ^ 4 +
25X7r'' ' ' 1.2.3 1.2.3-4.5 1.2. 3- .-7

&c. = ( I I + ; r 1 4- '^)r I +
TTTT 47r7r 9T7r lox^r

Ponatur XAr=r7rT«, eritquc i +— s + r^!"— +
^ 1.2.3 1.2. 3-4-

T

+ &c.= ( I + ^ ) ( I + i-^Xi+ i-^Ki +
Euleri Introdu^, in Ami, infin. parv. R ( i +
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Lib. I. &c.. Fadla ergo applicatione fuperioris rcgula? ad

h«nccafum,erit^=^i ,^,;C=4iP=^,
&c. . Qaod fi ergo ponatur

F = 1 + -L + J- 4- ^ + ^ +. J. 4. &c.
4 9 2^ 3o

• +^^+F^ + 7^' + iT• + F•+^^•

« = ' + ? + ^+ !?• + 2? +

&c.

atque harum litterarum valores ex y^, B» C, /?, &c. dctef-

minentur, prodibir.

p — ^

0.= ^
R=

94^0
I e

&c.

1 58. Patet ergo omnium Serlerum infinitarum in hac forma

general! i-4-— + —,H—7 + 3 contentarum , quoties
2" 3" 4"

» fuerit numerus par, ope Peripheria? Circuli t exhlberi poHe

;

habcbic enim Temper fumma Seriei ad a-" rationem rationa-

lem.
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km. Quo autem valor harum fummarum darlus pcrfpida- ^ap.

tur , plures hiijufmodi Serierum fummas commodiori modo
"

expreffas hie adjiciam.

I
I

I
I _L_ ^ _L_ ^

2* I t

^ + -t'+T'+-^+ ji+<^c— Tib- T

691

TT

I ti+^ni + ^.+^ + ^,+scc.^
riiZTj- 75-5

1+ J.. + 3.. + 4.. + ,..+&C
J

T

, + 4. + 4, + + 4,+ &c.= ill .
42817^..

f 3** 4'* 5** 1.2.3 19 21

4. — 4. + — 4-&C —— iH^^-1+^.0 + + ^.o + ^xo+ e^cc
J.2.3....2I- <fT

^2" ^ 3** 4" 5" 1. 2.3...23 3

,1 ,
I f^i 2**

+ 3-^4 -^ p-t-cic
I. 2. 3

II8I8204S1 ,4
• — TT

273,1,1, \9. il!
1 + ^4- + ^ + P+

^

7^977927,—— ' ^ •

I

Hucufque Iftos Poteftatum ipfius tt Exponentes artificio alibi

exponendo continuare licuit, quod ideo bic adjunxi, quod

R z Seriei
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Seriei rradlionum primo intuitu pcrquam irregularis i , ~ ,
3

— , — J
— > — } ~ > &c. in plurimis occadonibus eximius

eft ufus.

Tra(ftemus eodem modo xquationcm §. 157. invcn*-

tam,ubicrat ^ = x+- +—4+^^^^,+

roiito ergo xx:b= erit i H z + » +° 4 1.2.4 1.2.3.4.4

JL^ + &C. , =( I 4-^) ( 1 + «) ( I + ;^ ^)
1. 2.... 4' ^ ' ^ 9 2f

C I 4- _L
2. ) &c. . Undc , fada applicationc , erit A=—- ;

^ 49 ^ '^^ 1.2.4

B = —
^; C= ^*

, > &c.. Quod fi er-
I. 2. 3. 4. 4 I. 2. 3 ^.4

go ponamus

p^'+i + ^ + ^ + i-
+*^-

&c.

reperientur Tequcntes pro f, Q^, R , S , &c., valores :
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793^ . T7 3n'792 ?r'* C A p. X.

1.2.3 ^ 2"' 1.2.3 II" 2"

1.2.3 13' 2"'

170. Eaedem fummje Poteftatum numerorum imparlum Inve-

niri poflunt ex fummis prsecedentibus , in quibus omnes numeri

occurrunt ; fi cnim fueritM =. \ + ~H ^—i

—

^-—

h

234
— 4- &c. , erit ubique , per— miiltipHcando, = +
5" 2' 2 2

~ + h — H <S«:c. , quae Series numeros tantum pa-
^"

4 f 8

res continens , fi a priori fubtrahatur , relinquet numeros im-
n

pares , eritque ideo M = ^ ^ Af= i +—

+

a" a" 3"

•4: + + — + &c.. Quod fi auiem Series — bisfum-

5 7 9 2

ta fubtrahatur ab M figna prodibunt alternantia , eritque A/—
«—

I

2 2 a 3 4 5

—^ 4- &c.. Per tradita ergo prxcepta fummari poterunt hae

Scries

~
a'^ 3" ~ 4" 7"

"

3 5 7 9 II

Si quidem n fit numerus par, atque fiimma erit= i^U

flente A numero rationali.

171. PrjEterea vero exprefliones §. T54 exhibits fimili mo-

R 3 do
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L I B. I. ,

, . 1

do Series notatii dignas fuppeditabunt. Cum enim fit cof. — i/

( I 4- -—-—
^

) &c. 5 fi ponamus v == txt Sc erit

(
' + ,7::^,K «— ,7^^ )

(
' + 3-7=r7« > ( —

i^rq:;;
>

( I H ^
) ( I V- ) = f<— + WW-.

2n' •' ' 2n 2n 2n 2. 4>/« 2. 4. 6 »

— 4- ——-3—+ Hsec expreffio infinitacum

§. 155 collata dabithos valores A= — tang. — ; B =
2. 4 M » 2. 4. 2« 2.4. 6. 8«

/^»^.— &c. Turn vero erit <»= '

2.4.^.8- low' 2« " ' w m

^ H 4- w '
^ 3 w m '

''^

3 « 4- w '
^

1= — &C.

172. Hinc ergo ad normam §. 166 Tequentcs Series exo-

rientur.

P= J: L_+_J ^+&cn—m w+ w 3K

—

m ^n+m <^n—m ^«4-w

o— ^ 4- i_ 4. -

'
4- ^

4.
(» m)» ^ {n^m)* C3«— w/ (3«4-w)*

^
7-;:
—^ + &C.

I L-^ 4- _i L_ +(n m)* Qt+mp (3«— m/ (^n+ tn)'

} ^ -7 &G.
(5»—my

S =
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S = __i + ' -L ' + '
4. C AP.X.— C«+"0'' (3« ^ (3«4-^/0*

7
^

^4 + &C.

T= —1 I— + +
(«— («4-;«)^ (3« my

/ \s
—

( 5 «— m )*

I 4_ ' 4_ ' J I
.

(n— m)" («+ ,,;/ (3« w)* (3«+ ^«)*

( 5 « m )'

&C.

Pofito autem ta»^. ~ = k erit, uti oftendimuSj

P = A = ^ =
2 n 2n

R ==
J

8 « 2. 4. 6.

^ ^ (3^'^ + 4U+0 ^ (24^"+3 2^^+8)x^
4 8 2- 4- ^- 8

y CB^^ + U' _ (I20l^^+ 200V + 80^)^^

9 6 2. 4. 5, 8- low'

173. Pari modo ultima forma §. 1^4; — -^4-^^/. -^X
2 2

±^_(i4.JL)(i l^Xi4--^.)Ci ^
)2 ^ 25r— 27r4-/ 4'r g
^

C I +• -—r- ) &c. Si ponamus -z/r^:— jr,£-= — jt. &
\'n'Tg ti n

tan7. —= / , ut fit cot. , dabit — H—^ X

iT-^ XX XX TT TTXX x'a-^
I

X*X^ .

^ ' 2n ^ 2w^ 2. 4?i« 2 4. 2.4.6. gw"*

(I—
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/ — ^ ( I -|- —;— ,) &c. . Comparatione creo cum

forma generali ( §. i50 inftituta erit A == B =

2. 4w*' 2.4:57/')^' 2. 4.6.8 w*' 2.4.6.8. io«*i^
'

&c. ; ex Fadoribus vero habebitur = — j S = ^

2m w

y ==: -i- ,• <^ == L_ ; ^ = '

. &C.
2n-\-m 4« »z 4 H -f- w

174. Hinc ergo ad normam §. 166. fequentes Series forma-

buntur , earumque fummae aflignabuntur

f^l. L_ + _i L_ + -1 &c.
m 2n—m 2n-\-m 4«

—

m ^-Jtr^n

(4.H-jrtn)"

I

(4« +

1

( 4 w -I- »i

( 2« my

h &c.

I

( z« my

— &c.

I

(2 w my

+ &c»

1

(2«—my

— tec.

*^(2n-\-my (A.n w)*"^

(4« -i-my
Sec
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autem fumma? P, Q, R, S, &c, ita fe habebunt Cap. X.

4 « «
/({^ 1^

48 i^*

96 n*

2 ti

274 «•
'ti*

2. 4. 6 «*

(24 + 32^/^+3^^)
2. 4. <J. 8 «*^*

.
(120 +200H+ 80 IQ 7r\

2. 4. 5. 8- low*
(720+I440/;i^+8 1 6i^++96/^^V

a. 4- 6- 8. lo. i2«^i(if

&c.
lyy. Series ift« generates merentur ut cafus quofdam parti-

culares inde derivemus , qui prodibunt fi rationem w ad » in

numeris determincmus. Sit igitur primum m = 1 &»= 2,

fiet ^ = -HI — faKg. 45° = 1 3 atque ambae Serie-

rum clafTes inter fe congruent. Erit ergo

^= . _ i- + J._ I. + J. _ &c.
4 3 ? 7 9

ri=, + J, + J,+_. + J, +&C.
5r* 1,1 1,1

153^ 3' 5' 7' 9'

.^ = ^ + ^+ ^+^V+5V + &C.

&c.

Harum Scrierum primam jam fupra (§. 140) cllculmus , reli-

quarum
,

quae pares habent Dignitates > modo ante (§. 1

lL\xhnlmro(iucl,mAnal.t»fa>parv, S funt
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Lib. I. funt eruta?; cererje, in quibiis Exponcntes funt numeri impa-

res , hie primum occurrunt. Conftat ergo omnium quoquc ifta-

rum Serierum :

• + -4rr--^. + -^. -&c.
zwit 2M+I aw-H

3 T 7 9

fummas per valorem ipfius ;r allignari pofle,

175. Sit nunc m == i , n= 3 j crit ^= tang. — ==

Z/^^?^. 30* == ^» atque Series §. 172 abibunt in has

•TT I I.I I , I I4.-1 ^ J: -f-&c
6 \ 3 2 4 8 10 14 i6

— 4i + ^ + 4x + T^x + + 7^, + &C.
27 .

2' ' 4' ' 8 10* ' 14' 16'

_J?d.^— _1 L4-J_ L 4--i ^-4-&c
i6zV3~ a' 4' 8' io» ^ 14' 16* ^ ^ '

&c. , five

T L4._L L4-_l. ^-+&c.
3^3 2 4 5 7 8

1^-' + f* + T+T^ + T* + T + ^^•

4^* L4.J L4.J
&c.

in his Serlebus derunt omnes numeri per ternarium divifibi-

les : hinc pares dimenliones ex jam inventis deducentur hoc

modo. Cum fit

^ = I + -h ~ + ~ -h Sec. , erit

6.9— 6»+ 12* + —
quas poflerior Series continens omnes numeros per ternarium

divifi-
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divifibiles , fi fubtrahatur a priore , remanebunt omncs numeri

non divifibiles per 3 : ficquc erit^= 4^= i +^ +
+ + ^ &c. , uti invenimus.

177. Eadem hypothefis i , , & ^ i_ -

j

§. 174. accommodata has prjebebit fummadones

2^3 ^ 7 11 ^ 13 17 19
crx .1.1
9
= I 4- -r + A +

i2V3~ ~ 7* II' iT» + li"'
— ^^-

&c.

in quarum denominatoribus numeri tanrum impares occurrunt

exceptis iis, qui per ternarium funt divifibiles. Ceterum pares

dimcnfiones ex jam cognitis deduci pofTunt , cum enim fit

^ = i+ ^+ ^+y. 4-^ + &c., crit

8. 9 3* ^ 9* ^ IS* ^ 21* ^ ~ 72

qua? Series , omnes numeros impares per 3 divifibiles continens,

fi fubtrahatur a fijperiore , rclinquet Sericni qi adratoium nu-

merorum imparium per 3 non divifibihum, eritque

TT TT

9 5" 7' IX' 13

178. Si Series in §. §. 172, ^ 174 inventievel add.innir vel

fubtrahantur , obtinebuntur alia: Series notatn digncr. Erit fci-

liceti^4- - + -^^ -i ^-T^ +
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Lib. I. _JL_ 4- &c. = lii±-L2-^: at eft ^ = =x
2n-f-nt 2nk^ 2 n

?H —
,

quo valorc fubftituto habebimus
2 »

njw. * *

— \ &c. . Simili modo per fubtradionem

2nl^ 2n 2n^ m n—m w-f-w

' 4- —V h —^1— — , at eft
2 « nt 2 « + m 3« m ^n-\-m

,
(m.= tang. 2. —= . —= , nine ent

CfiJ. —
n

«r cof.
^ « I 1,1 1,1~ + „— I +

War n—^m n-^ m 2«—— w 2n-^m

n
n fin.

.—?— + &c. . Series Quadratorum & altlorum Poteftatum
3« m ^
hinc ortLE facilius per differentiationem hinc deducentur infra,

lyp. Quoniam cafus , quibus m =: i den == i vel 3 , jam

cvolvimus , ponamus m= i Scn==:j^i erit fin.
^— =

fi», -= cof.^ =-7-' Hinc itaque habcbitur

_^ =:=l4.J. L— -l4,.i.4.J L L4-
2\j2 3 5 7 9 II 13 15

&c.

&
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4 3 T 7 9 11^13 15

&c.. Sit/»= i &»==8,crit^= & >.n ft8^8
--5-

1 + / Hinc itaque- erit

4s/(2— \/2) ' ^ 7 9 IS ^ 17 ^ 23

=1 — J- + -L— -L + ±— ± 4- &c.
8(v/2— 7 9 M I? 23

Sit nunc w == 3 & »= 8 , erit— =1^ & =
w 8 8

3

^ 2 21/2^' -^8 2 2\/2^ 3

^ ^
i ac prodibunt hae Series

= _L + ±^±^± + J. + _L _ &c.
4V/C2+V2) 3 5 II 13 19 21

2+0 3 S II 13 ^ 19 21
^

180. Ex his Seriebus per combinationem nafcuntur:

^V(^+v- 2) JL+_L4. J L
4 3 5 7 9 II

13 15 17 19

^V(2—V2)^ _1__J_ JI___I_ _^
4 3 5 7 9 II

J -L+ J- L
13 i; 17 J9

y(v/(44-2v/20+v/2 1) _^ J_ I_ _I_ 1_,
8 3 S 7 9
I I I 1 I , I . o

H h
II 13 IS 17 19

S3 ^(



T42 DE USU FACTOB^UM I NVENTO E^UM

Lib. L xCv^(4+2v/2)—v/2+i )_ j _ J_ . _L . J ! .

8 3 5 7 9

II 13 15 17 19

^rv/2+r+\/(4—2V2)) _-, 4_ -L +_L L ^ ±^
8 ^3^5 7 ?

-1- — ^— +&C.
II 13 15 17 19

^rrVa+i— V(4 2^/2 )) I i_ i_ _i_4-

8 3 5 7 9

II '13 ^ 17 19

Simili modo, ponendo »= i5 & w vcl i vel 3 vel 5 vcl 7,
ultcrius progredi licet , hocque modo fummse reperientur Sc-

rierunv i , — , , — , — > &c. , in quibus fignorum +
3 5 7 9

& — viciffitudines alias leges fequantiir.

18 1. Si in Seriebus §. 178. invencis bini termini in unam
fummam coUigantur , erit

-r I , 2 m 2 m 2m
- w TT tn nn mm Ann— mm 9*m —— mm

nnn,—
n

2nt _+ &C.
l6nn mm

ideoquc

— 9cc, =
« « mm ^nn mm 9 « a m m

X _J
r m TT 2 m tn'

2mn.jm.—
n

Altera vero Series dabit

TT I 2m 2m 2m
m m m—mm Ann mm Sm— mm

&c.

hincque
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hincque Cap X.

„ ji
—. mm ^nn nt m ^nn—mm 2 m m

TT
" •

m
imn tang, t

Ex his autem conjundls nafcitur hxc
m

TT tanZ' — TT

' +—? + —I + &c. =
im mm 9nn mm 2')m—mm ^mn
Si in hnc Serie C\t n= i ^ m numerus par quicunqiie= 2 ^,

ob tdng.kTT — o, erit femper, nifi fit ^= 0,

' H ^r, + rr—^T, + :— + = o

,

I /[kl^^ 9 4U 25— 4^^ 49— 4^^
fin autem in ilia Serie fiat n— i & m fuerit numerus quicun-

que impar= 1 ^-|- i , ob ^ — o, erit —.\ > 4-

16— (2i^-hi)' ' (2^+1/^ * 2(2^+1)^

182. Multiplicentur Series inventse per nn fitque — =/>
habebuntur iftae format

' + —i- — ^ + &c. ==
-PP 4 i'/' 9 PP 16

I_

2p fin. pTT 2p p
^

H ^ h ^ 1
^- 4- &c. =

I

—

PP 4— PP 9— PP 16 — PP
I TT

. Sit pp=A^ atque nafccntur hse Series
2^)^ 2p fin.pTT

I 1,1 I
I o TryJ a

\- h &C. =^
1

—

-a 4 a 9 a l6 a '

2a fin. ^sj a. 2a

I. I I I ^ I TT^ a
h 1 h —: |~&c.— — r

I a 4 a 9 a 16 a 2 a 2atang.Tr^a

Dummodo ergo a non fuerit numerus negativus nec quadratus

integer , fumma harum Serierum per Circulum cxhiberi porerlt.

183
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'
^'

183. Per redudionein aiitem exponcntialium imaginariorum

ad Sinus & Cofinus Arcuum circularium fupra traditam pote-

rimus quoque fummas harum Serierum affignare (i a lit Hume-

rus negativus. Cum enim (it e^^ ' z= cof. x '\- \/— ix

pn. K ^ =z cof. X— V— i'Ji»- x , crit vicifTim,

pofito — I loco at; cof.y s/— i= & Jt».

y )/ I =
^ ^ ^

—. Quod fi ergorf= &8Cy=:

w V^^, tmcof. 'srs/— h= - ^ & fm.'zrs/—^=
2

^ ^
J ideoque t4ng. v ^/ — b —

€ ' e TT- • ?r V hHmc ertt -^^^ , =
-rWb^TtyJb^^

^ fin. -sr ^ *

l-ZT SJ b
. ^ ^ b ___

TTsJ b TT y/ b ' tang, tt ^ b

n T-^ . His ergo notatis , cric

— rrn + ^4-^— ,Tnr-L + &c. = —
I +b 44-^ 9+^ 15+ %b

irsj b

, T \/ b , V b . It

I , I , I I
I

—. , Exdcm hx Series dc-
// ttV^ TS-y/b^ 2b

2tf(e " — e *)
duci pofTunt ex §. 152, adhibcndo eandem methodum* qua

in
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in hoc capite fum ufus. Quoniam vcro hoc padto rcdudio Cap. X.

Sinuum & Cofinuum Arcuum imaginarioriim ad quantitares

exponentiales rcalcs , non mediocritcr illuftratur, hanc cxpli-

cationem alteri pra?ferendam duxi.

CAPUT XI.

De aliis Arcuum atque Sinuum cxfrejjionihm

infinitis,

184. /'^Uoniam fupra ( 158. )j denotante « Arcum Cir-

\^ culi quemcunque , vidimus efle fm. z, =z {i —

namus efle Arcum z= — , erit jm. — = —( i
)

(l )(l )(l — ) &C. , & Cof. TT =
( I — ) ( I

^ )( I ) ( 1 -— ) &C. .

Vel ponatur 2 » loco » , ut prodeant hx exprefifiones

^ mTT mTT ^Ann tnm > , i6nn—mm 36w/ mm . „

fin. — = — -C . ) C 7 • J Q )

P
mjr .tm-mm

^ ^ ^ttti
—mm v ^

2^?;»

—

mm
^ . ^<^nn— ^^***\^q

qua , in Fadores fimplices refoluta? , dant

^ m T m TT , 2n m , 2n-^m . y 4?/-—w >^ . 4M + n

^ on

^\x\Qn lntrodufl,inAnal,wJi».parv, T cof.
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Ponarur —w loco /» , quia eft fijt,
^^r^ ^

^ = fin- , provenicnt hse exprciiiones.

''
2)1 ^ zn ^ ^ 2n 2n '^^4« ^

-f""' j7t~T^ n 3n m "7;r ^

185. Cum igltur pro Sinu & Cofinu Anguli ^ binx ha-

beantur exprcfliones , fi ese inter fe comparentur dividendo

,

erit I = •—
.
—

-
—

.
—

.
— .-T'-TT. — . — . &c.

,

22244^^88
TT 2. 2.4. 4. ^. ^.8- 8- 10. 10. 12. 12. _ -

ideoque — = &c. , quae eft

expreflio pro Peripheiia Circuli , quam Wallisius invenit

in Arithmetica injinitorum. Similes aurem huic innumeras ex-

prefliones exhibere licet ope prima: expreilionis pro Sinu j ex

ea enim deducitur fore :

£1= 2L,fin. ( )( X X )( )2 w 2 « 2«—w 2m4-/w^ 4?;

—

Atn-\-m^ 6n -

quxj pofito = I
,
pr^bet illam ipfam 'Wallisii formulam-

Sic
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r. m I , I I . Cap. XI.
oit ergo —= — , objm.— w = -7—, ent

_^__v/2_4._i. 3^ 11 11 1^ l£ Sec
2 I * 3

'

5 ' 7
*

9
*

" 13 ' IT ' 17
'

Sit —= — , ob lin.— TT = — , ent
n 3

' ' 2

^ _£_ £^ H 18 18 24
"2" 2* s

' 7 'ii*i3'i7'i9*23

Quod fi ExpreiTio Wallifiana dividatur per illam ubi = -^^

ent V 2= &c.
1.3.5.7. 9.11.13.15.17-19.

18^. Qiioniam Tangens cujufque Anguli jcquatur Sinui per

Codnum divifo ,
Tangens quoque per hujufmodi Fadores in-

finites exprimi poterit. Quod autem prima Sinus expref-

fio dividatur per alteram Cofinus exprefifionem , erit

mT m , In m \ , 2M-{-m ^ . ah m . . Au-^m
tan?. —= ( —

\
— ) C ) ( ;— ; ( J

^ 2 « n—m n-Jf- m 3«

—

m "^n-^m 5«

—

m
&CC. , &
wtt n—m . n+nt. . 3«— , "i^n-Ym ^ , 5h m v

cot, •— = { ) ( — ) { ) C ;— )In m in m 2n -^m ^ 4?;

—

m ^i-f-m
&C..

SImili modo autem Secantes & Cofecantes exprlmentur

2 n n m ^ ^ n-^m ^ ^ 3m m ^ ^ Zn+m ^ ^ 5« m ^

&c.

f m TT , n . J ;

«

. , 3 ^ \ ( __iiL_^
' 2n m ^ 2n— 2» 4- w ^ 4« — m ^ ^n-^nt ^

( ) &c.

Sin autem alter* Sinuum & Cofinuum formuire comblnentur

,

erit

T z tang.
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Lib. I. ^^^^ m T m i (in }n) ^(zn-^m) 3(4;/ "'^

w 2 7z 2« 4 " 4

"

148 D E

m ir

2 n

T
2

cot.
tHTT

2 n

X
' 2

fee.
2 n

z

TT

cofec.
ni X
2n

2

TT

n 2 n 771 4» 4

"

m

&C.

&C.
2« m 2n-^in' — m ^n-\- m

187. Si loco «*fcribatur kj fimilique modo Anguli^ Sinus

& Cofinus definiantur, ac per has exprefliones ill^ priorcs di-

vidantur , prodibunt ift^e formula?

r nt-TT
jm.

2n ,n 2n m 1n-\-m 4?z *n 4n-f->«

^£ ^
• 2>/ k^' 2n + l^' 4» ^* 4u

' ' 2n

^2 « m 2» m 2)7+ J« 4m—m 4n+ m
« « + ^

* 3«

—

K
' 3W^/l * — K

'

^' 2 n

CO . —
, ,

'2)1

CO .

Sumto ergo pro ejufmodi Angulo cujus Sinus & Cofinus

dentur ,
per hos licebit alius cujufcunque Anguli ^ iiinum &

Colinum detcrminare.

i88- ViciiTim igitur hujufmodi exprelTionum , qua? cx Fa-

^toribu5
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doribus infinitis conftant , valorcs veri vcl per Circuli Peri- ^ap. XI.

phcriam , vel per Sinus & Colinus Angulorum datorum aflig-

nari poflunt , quod ipfum non parvi eft momenti , cum etiam-

nunc aliar methodi non conftent , quarum ope hujufmodi pro-

dudiorum inhnitorum valores exhiberi queant. Ccterum vero

hujufmodi exprelliones parum utilitatis afFcrunt, ad valorcs cum

ipfius T turn Sinuum Cofinuumve Angulorum ^ per approxi-

mationem eruendos. Quanquam enim ifti Fadores =
2(1 — ^ — ^^^^ — 4^^ ' ^" fradionibus deci-

malibus non difficulter in fc multiplicantur , tamen nimis multi

termini in computum duci deberent, fi valorem iplius a- ad

decern tantum figuras juftum invenire vellemus.

i8p- Prarcipuus autem ufus hujufmodi exprcffionum, etfi in-

finirarum,in inventione Logarithmorum ver/htur, in quo ne-

gotio Fadorum utilitas tanta eft , ut fine illis Logarithmorum
fiipputatio eflfet dilficillima. Ac primo quidem, cum fit t =:

4(1 ) )(^— -) J erit , fumendis Loga-

rithmis, /7r= /i^+/(i + —
2^)+ ^Ci—^) +

&c., vel/;r=/2— /(I— — /(I— /(I—

)

— Sec. 5 five Logarithm! communes five hyperboHci fu-

mantur. Quoniam vero ex Logarithmis hyperbohVis vulga-

res facile reperiuntur , infigne compendium adhiberi poterit

ad Logarithmum hyperbolicum ipfius x inveniendum.

ipo. Cum igitur , Logarithmis hyperbolicis fumendis, fit

/( I — x)=— X— — — ^
&c. , fi hoc modo234

finguli termini evolvantiir, erit

T 3
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I I I I
cxC.

9 2. 9* 3- 9* 4- 9^

I I I I

&c.
2- 25* 3. 25* 4- 25*

I _ I I I

&c.
49 2. 49* 3. 49' 4- 49*

&c.

In his Seriebus numero infinitis vertlcallter defcendcndo ejus-

modi prodcunt Series , quarum fummas fupra jam invenimus

,

quare fi brevitatis gratia ponamus

B = I + + + + f. + &c.

C = I 4- + + -
j. + + &c.

^ = I + y. + + -^-h 4- &c.

&c.

erit lir^l^—(A~i) l-(B—i) -{C—i)—
2 3

4
^

Eft vcro 3 rummis fupra inventis proximc exprimendls

,

-4=1, 233700550^3^1^^5^735431
B = I J 01467803160419205454525
C = I, ooi447o7654op4i 1 2 IP0647
I? = 1, 00015517P0252951 1930298
E = 1, 00001704135304482550816
F == ij 000001885848583 1 19575PO
G == ij 00000020924051^21150010
H = I, 00000002323715737^15670



SINUUM EXPFiESSI ONIBVS INIINITIS. i^i

/ = I, 000000002581437555655/77 Cap.

K = I, 00000000028680769745558 —
L •= I, 00000000003186677514044
Af = I, 000000000003540722^4391
N = I, 00000000000039341246691'

== I J 000000000000043 7 1 2448 5P
P == I, 00000000000000485693682= I, 00000000000000053965957
R = I J 00000000000000005996117
^S* == 1 , 00000000000000000666246
T = 1, 00000000000000000074027
V = I, 00000000000000000008225= I) 000000000000000000009 1

3

X = 1 , OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOIOI

HInc fine txdiofo calculo rcperitur 'Logarirhmus hypcrboll-

cus ipfius = I J 14472988584940017414342, qui fi mul-

tiplicetur per o, 43429 &c. , prodit Logarithmus vulgaris ip-

iius 7r= o, 49714987^59413385435126.

191. Quia porro tarn Sinum quam Cofinum Anguli

expreflum habemus per Fadores numero infiniros , utriufque

Logarithmum commode exprimere poterimus. Eric autem ex

formulis prime inventis

/ (m.— = I r + I H^(i — ) + * C 1 ^ )+
2n 2n ^ 4.nn^ ^ 16m

, f mm ^
1 (l -1 ) &C.

Uor.'^=ici— + ^)4-/(i—
, - mm s. ,

/ C I
—

) + &C.
^ 49 » n

Hinc primum Logarithm! hypcrbolici , nt ante, per Series

maximc convergentes facile exprimuntur. Ne autem praeter

neceffi-



1^2 DE ALIIS.AI{_CUUM A T Q U E

Lib. 1. ncccditatem Scries infinir.is multiplicciniis , rcrminos priorcs

acta in Logarithmis involutos relinquamus ,
critqiic

2 n

m m in*

1 6nn

mm
2.16'n*

m""

4. 1 6*;/

w»

tnm
2.3^*«*

m*
3.3^'«* 4.36^/

»/*

2.^4*;/*

Sec.

4.(J4*rt'

-m) -\- 1 ( n -i- m )— 2 /n

m m m*

9n n 2. 3- 4.

mm m*
2.25 3.2> '«* 4.2>*;i'

m m
^9mi 2.45 3.4i^'>'*

&c.

4-49*"'

&c.

&c.

19 Occurrunt ergo in his Scriebus fingiila? Poteftates pa-

res ipfius ^ , qu« funt multiplicatoe per Series , quarum fum-

itias jam fupra aflignavimus. Erie nempe

2 It

&c.



SINUUM E XPLICATIONIBUS INFIMITIS, If3

mm . I ,1, I , r,,, ^

, I
, I , I

, I
, o \

/ I , I , I , I , o \

j.+ &c.)

&c.

Serlerum pofterlorum modo ante ( §. ipo ) (ummse funt exhibi-

tas ; priores Series quidem cx his derivari polTent , at , quo fa-

cilius ad ufum transferri queant, eaium fummas pariter hie

adjiciam.

iS>5. Quod fi ergo , brevitatis gratia , ponamus

et = -\ \ -\ \ + -^4- &C.

C = + + A + -4 + &c.

y + + 4- &c.

&c.

crunt fummcB in numeris proxime exprelTae ha? :

«5- = o, 41 i2335'j57i205^<?opi i8io

g =r, O5 o57(545 2oaio55>46i3(55;55)757=0,
^ = o, 0035)2217717254822007570
5 = O y 000^7753375477325^8485^8
^ = O3 000244200704724^2872274

Buleri Imrodu^, 'in And, infn.farv* V =



1^4 AL I I S A R,C U U M A T Q U E

LiB.I. fi =^ Oy 0000510388945 j5'4s;33'^9 1

5

$ = o, 00001525^0222512726^977
t = o , 0000038 147 I I 82.7443 I 8008
K = O, 0000005/53575 2 25 I 75 540 5 3

A = o, 00000023841853^95259154
M = O, 00000005950464832831555
f =: Oj 0000000 145)0 I 1 6 14 I 5 898 • 3

^ = o, 00000000372529031233985
• = O, 00000000093 I 3 2 2 5 754S 2 84
JT == O, 00000000023 2 83 C543 70807

^ = O5 0000000000582075509 1 685
<r =: o, 0000000000 14 5 5 I 9 1 5 2 ; 8 5 8

T = O, 00000000000^53797880710
o =^ o, 000OCO00000090P49470

1 77 .

<f> = O, OOOOOC00000022 737357544= O) oooocooocoooo 5 68434 1 885
"4^ =^ o, ooocooocooooo 1 42 I c8 547

1

CO = o, 000000C00000C03 5 5 27 1 3 57

reiiqu^ fummas in ratlonc quadrupla defcrefcunt,

194. His ergo in fubfidium vocatis, erit

— — 4-/(2/?— j4_/^2;?4-;»)— ^//t-T-fzo-— /8

— 77.^"— ^<^^— Fn*^^~P^— &c.

2 ii

4 &

• — 1)——^(B— I)— rrCC— I )

—

quoniam Igicur Logarithmi Its- 6c IS dantur , erit
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"Logariihmus hyperbolicin Sinui Anguli po" =

*

n

c > P347 1 1055 «3 043 ^75410

15123351^71 20 f5505> 1

1

11

002572^010534730^848

m*

;/

0, 0000^032844783557250

-

m'
*»*•n

00000398
1 7P3 1 5205501

°' , 0000001^4252^545^ ip5

11* 0000000 100
1 3 28748812

_ 0, 0000000005' 340413 5518
I 6m
To' 0, 00000000002^1485^558
lem

05 00000000000 1 517P797P

_ m ooooooooooooopop75po

0, 000000000000C05 15827

0,

0,

0000000000000002^507

00000000000000001708

05 000000000000000000P9

To* 00000000000000000005

V 2 At



r> E ALUS AK.CVUM A T Q^U E

m <

At Logarithmus h^perhdliciis Cofiniu Ang. 9^

l{n— tn) \- l{n^m) — ^ln

^ o, ^337005^013515982735
n

—.. o, 00733901580209502727
n

o, 0004S23588803 1404053

— HL. o, 0000387947^^32402^82

.— HL-. o, 0000034082725089^510

— ^ 05 0000003I43080P7I855P

_ !!L.. o, 00000002^89150274450
n

I

«

— LL-, o, 000000002P045445723P
n

.— o 00000000028582539518
ii

to— HL.^ o, 00000000002858075974

— o, ooooooooooo28p597P55
n

— ^L-. 05 00000000000029505024

— 05 00000000000003025249

1 g

.— oj 00000000000000312232

.— o, 00000000000000032379

— -—^. Oj 00000000000000003373
n

-— — Oj 00000000000000000352
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m'* Cap.—
—fi-. o , 00000000000000000037

— -^f. o , 00000000000000000004

195. Si ifti Sinuiim & Cofinuum Logarithml hypcrboHci

tnultipliccntur per O5 4342944819 &c. , prodibunt corundem

Logarithmi viilgares ad Radium = t relati. -Quoniam vcro

in Tabiilis Logarithmu's Sinus totius ftatui folct -= lo , quo Lo-

garithmi tabulares Sinuum & Cofinuum obtineantur 3
poft mul-

tiplicationem addi debet 10. Hinc erit

hogarithwui tabularis Sinm Anguli - po" =
I m \- l{in— 1(^2 n — 3 /;?

+ 9» ^940^988^702190

—
. O, 07002282(?(J0590I

ml

.1 6

o, ooiii72(56"44i6'(Ji

o, 000039229 1 4<^4T 3

o, 000001729270798

o, 0000000843^298^

o, 000000004348715"

o, 00000000023 193

1

m
YT- O, 0000000000 1 2(? 59

77

.1 1m
-71. o, 000000000000702
n

m
o, 0000000000000.39

V $ Loga-
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^ ^ ^' ^'
ho^arithmus tabularis Cofinm Ang»ii =

l(^n— m) l{n-\- ^ I n

+ lO , ooooooooooooooo

o, 1014948V9341892

/7

.1°

o, 0031872940^54^1

o, 000209485800017

g. o, ooooi<>848348597

rs- o, oooooi48oi9398<i

.1 1m
77. o, 000000135^02272

n

n
tom

o, 00000001 298 1 71

5

o, 0000000012^1471

rs- 0, 000000000124^(^7

o, 000000000012455

o, 0000000000012^8

O, 000000000000128

o, 000000000000013

196. Harum ergo formularum ope Inveniri pofTiint Loga-

rlthmi Sinuum & Cofinuum quoriimvis Angulorum tam hy-

.perbolici quam vulgares , etiam ignoratis ipfis Sinibus & Co-

finibus. Ex Logarithmis autem Sinuum & Colinuum per fo-

lam fubtra(^tionem inveniuntur Logarithmi Tangcntlum, Co-

tangen-



SINUUM EXPLICATIONIBUS INFINITIS. 1^9

tangentium , & Secantium , Cofecantiumque , quamobi em pro Cap. XI.

his peculiaribus formulis non crit opus. Ceterum notnndiim

eft numcrorum » — ft-\-m^ &c. Logarirhmos

hyperbolic OS accipi oportere , cum Logarithmi hypcrbolici Si-

nuum Co(inuiimque quaTiintiir , viilgarcs aurcm , cum rales

ope poftcriorum formularum funt indngandi. Praeterca vt :

dcnotat rationcm, quam Angulus propodtus habcc ad Angu-
lum rediJtn j (icque, cum Sinus Angulorum fcmiredo majoruui

arquentur Cofinibus Angulorum femiredo minorum ac vi-

cilllm , fradio ~ nunquam major accipienda erit quam -~
,

hancque ob rem termini illi multo magis convergent, ut fcniiihs

inftiruto fufficere podit.

197. Antequam hoc argumentum relinquamus , aptiorem

aperlamus modum Tangentes & Sccantes quorumvis Angulorum
invenicndi , quam Caput pra^cedcns fuppeditat. Qiianquam

cnim Tangentes & Secantes per Sinus & Coflnus determi-

nantur j tamen hoc fit per divifionem , qu.r operatio in tan-

tis numeris nimis eft operofa. Ac Tangentes quidem & Co-
tangentes jam fupra (%- 1^6. ) exhibuimus , verum illo loco

rationem formularum reddere non licuit
, quam huic Capiti

refervavlmus.

i5>8. Ex §. 181. ergo primum expreffionem pro Tangente

Aneuli - tt elicimus. Cum enim fit — h HP= 2n nn mm snn mm

+ occ. . tang. — -zj- erit tang. — -zj- =
2^«rt mm /\.mn 2n 2n

ti^C I ? H 4-&c.> Cum
•23- nn 'n}ii 9>'n mm 2<j)m mm

delude fit -1 — + • 4- ^rc. =
tin 4Jin mm 91111 7nm

cot. — Txr , fi pro » fcribamus i n crit
2 m m 2?M n n

m n A.n:n , I ,
I

,

cot. — TT = — ( — + T ~, +
2 n msr -sr /{.nn •— m m 16 nn m 7n

I

35«M

—

mm



ISO DEALIISAKCUUM/ITqiJ^
Lib. I. ^ + &c. )• Convertantiir hae fTa<n!ones , prater pri-——— 35w?z— mm

mas , qiiippe qux facile in compucuTn d-ucuntm- , in Series in-

finltas , crit

m mn 4-

2 n nn mm ir

J., ± r — 4- — 4- + &c )

+ T + TV + ?v- + )

&c.

» 2 mn 4
* 2 . m -Sir 4WIJ -zg-

:r G m 6 /i 6 w

dec.

198. At cx valorc Ipfius -zs- cognito reperitiir

— =0, 3 i83op885i83790(57i537767p2iJ745028724 ,

deinde hie eaedem Scries occurrunc
, quas fupra litteris A

,

B, C, D, &c. J
dccc,i^,yyj^, &c. , indicavimus. His

ergo notatis, eric

m mn 4- , ^ A- /- yi n,>«'— X= . — -I
2)1 nn mm TT -x n

A ( iJ —0+ =!^ . ^(C— I ) + . - O &c.
TT^ n^ TT ^ n' 7r

X

Deinde erit pro Cotangente
CCf.



SINVUM EXPLICATIONIBUS INFINITIS. i6i

[Of J!L ^ iL ^ 4 w w I m 4. , — ^
' 2n ui '

-Ts- ^n)i mm 'tut n '

tt 2*
"

3- — — ) r- — Ts) — ^c.,

atque ex his formulls nztx funt cxprellioncs , quas fiipra

(§. 135.) pro Tangente & Cotangente dedimus j fimul vero

(§. 137.) oftendimus, quomodo ex Tangentibiis 6c Cotangen-
tibus inventis per folam additionem & fubtradlionem Secantcs

& Cofccantes reperiantiir. Harum ergo regularum ope uni-

vcrfus Canon Sinuum , Tangentium & Secantium , eorumque
Logarithmorum multo facilius fupputari polTet , quam quidem
hoc a primis conditoribus eft fadum.

C A P U T X I I.

De reali FunCiionmn fraBarum evolutione,

i9p. T Am fupra, in Capite fecundo , methodus eft tradlta

I Funtflionem qiiamcunque fradam in tot partes refol-

vendi quot ejus denominator habeat Fadores fimplices ; hi

enim praebent denominatores fradionum illarum partialium. Ex
quo manifeftum eft , ft denominator quos habeat Fadores fim-

plices imaginarios , fradiones quoquc inde ortas fore imagina-

rias : his ergo calibus parum juvabit fradionem realem in

imaginarias rcfolvifte. Cum igitur oftendiftcm omnem Fun-

dionem integram , quah's eft denominator cujufvis fradionis,

quantum vis Fadoribus fimplicibus imaginariis fcatear , tamen

in Fadores duph'ces , leu fccundx dimenlionis, reales Icmper re-

folvi poffe ; hoc modo in rcfolutione fradionum quantitates

imaginarix cvitari porcrimt, fi pro dcnominatoribus fradionum

partialium non Fadores denominatoris principalis fimplices, fed

duplices reales aftumamus.

Euleri IntroduB. in Anal. infn. parv. X 200.



162 DE IlEALI FUNCTIONUM
^ ^ ^' ^'

2 00. Sic igitur propofita hxc Fundio frafla ^ , cx qua

lot fla(5Hones Hmpliccs fecundum mcthoLliim Tupra expofitam

eiiclanrur , quot denominator N liabiiciit Fartoie.s iiinplices

reales. Sit autcm , Joco imaginariorum , hare cxprcffio pp—
q z. cof. <t) -\- qqz. Faflor ipfius^, & , qiioniain if) hoc nc-

gotio numcratorcm & dcnominatorcm in forma evoluta con-

templari oportec , fit hsc iradio propofita

^ 4- 4- C^* + + + &c.

ac pon:-tur fradio partialis ex denominatoris Fadorc pp —
A -4- A z,

ipqz. cof. (p 4- ^^^^ oriunda ha?c : ; ,
' pp CO), -J- q^lZ^Z

quoniam enim variabih's in dcnominatorc duas habct di-

mcniioncs , in numeratore iinam habere potcrit , non vero

plures ; alias enim integra Fjniftio contincretur , qiiam fcor-

fim elici oportet.

2 o 1 . Sit , brevitatis gratia, numerator A '\- B z

C

+ &c.= A/ & niter denominatoris Fador a -t- £4+ yc* -f- &c.= Z ; ponatur altera pars ex denominatoris Fadore Z oriun-

da= —
- J critque i = ^ ^ ,

, qua? cx-
Z ^ pp 2pqz.cof. <P + qqzz ^

preflio Fundio integra ipfius :i effe debet , ideoque necefTe eft

Ut Af— A Z— A^?. Z divifibile fit perpp
— 2pqz.ccf.<p-\-qqzz.

Evanefcct ergo A/— AZ— A^Zjfi ponatur//*— ^pqz'x

fof.<p+ qqzz= o 5 hoc eft fi ponatur tarn z= -^y ( ccf.(p

V— 1 . Ji». (p ) quam z= ( cof. — \/— i . Ji/i. <p) ; fit

—=/, eritquc z =f^^ {cof. »(P -\- s/— \.fw.n(p). Duplex

ergo hie valor pro z lubftirutus duplicem dabit arquationem

,

unde ambas incognitas conftantes A & A dcfinire licet.

202. Fada ergo hac fiibftitutionc, .tquatio A/ A Z 4-

A.Z^, evoluta hanc duplicem dabit a:quationem

A +
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A+ Bf.cof.(pJt-Cff.cop2(p-\-Dp.cof.3<p-\- !kc. 1 Cap.

A r * + €f.cof. <p-hyff.cof.2(p-i~ xof. 3 (p &c. )

Sit 5 ad calculum abbreviandum

,

A+Bf.C0/:<p + Cff.Ccf 2(p + Df\co/:30+8cC.=:= P
Bf.Jt», <p+ Cffin.i<p+ Dp.fm. 3<j>-h&c.= P

* + €/. cof. (p + yff.cof.i((>+ <^p.cof.^ (P 4- &c. = CL
€/ fm. (p -i-y ff-fin, l (p+ ^ .fin. 3 + &:c. =
ctf.cof.(p-ir €/. iT^y: 2 + 3 <P + &c. = K
etf.fm. + S 2 <P + yp .fin. 3 ^> + &c. = R

eritque * his pofitis

,

P + Pv/— I =A(1+ AcLv^— i+aR + ArV— I.

203. Ob fignofum ambiguitatem has duae oriuntur sequa-

tiones

,

P = AQ_+ aR
P = A + A R

ex quibus incognitas A & A ita definiuntur, ut fit

Propofita ergo fradlione ; ^—; r-z,
^ ° {pp 2pqz. C0f.(p + qqzz) Z

per fequentem regulam fradtio partialis ex ea oriunda

, ^ + , definietiir. Pofito /= & evo-

lutis fingulis terminis , fiat ut fequitur

,

X 2, pofito
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pofitor
71

Z =r-.fJ
.coCn d> , fit = P

n
z, .JI». » <^ i fit M =: p

n
z, =/' xof.n , fit 2 = o
n

./w. n , fit 2 = o

• • • •

«

n
z .cof^<P, fit ^2 R

• • • • •

11

z
•T^"//.

fit ^2 = R

Invcntis hoc modo valoribus P , Q^, R , p , q^, r ent

~-
Q.R— Q.R ' ^ ~ Q.K — aR'

EXEMPLUM I.

Si fuerit propofita hxc Fundio fra(5la ^
4^

cx quji partem a denominatoris Fa(florc i — z + zz oriun-

dam dcfinire oporteat, qua? fit .

A + a 2_ ^ primo qui-

dcm hie Fa(flor, cum forma gcncraVipp— jp^z. cof(p -{-^qzz

comparatus, dat p = i
, ^= i & cof.0 = —

, undo fit

4>= 6o° = Qi'ia itaque c[i M'= zz ; Z— i + ^^

& /= T erit

P= cof. ~ TT — i P= —

Ex his Invenlrur A = — i ,• & A == o , ideoquc fi-adio

qujefita eft
^
- _ —^ , hujufquc complememum erit

1 4-^
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, cujus denominator i^-^'^ cum habcat Fadores S-^x*' -r-- — ^ ' ~ ^jj^
i-i-z,y/x~\-'Z,z & I — ^v^z+^is, rcfolutio dcnuo fufcipi

poreft ; fit autem cp = ~ 6c priori cafu f = — i poftc-

riori /= -j- i.

EXEMPLUM. II.

Sic igitur propofita hxc fradlio refolvenda

& erit Ai= I +z zzy & pro priorc Fadore habebitur

/=— z> 4>= — > & Z== 1 — ^ V z+zzi unde eric
4

^ 4 4 V2

•^4 -^4 -^4

R =—Jin, V i — — fi^' — =^— i V 2

£x his reperitur Q_R — q^R =— 4 v' 2 : &

A— ^

, & A == o undc ex denominatoris Fa(5lore
2 V 2

1 -f-s^v/ haec orietur fraClio partialis — ^^[^^
j

alter autem Fador dabit fimili modo banc ^-^—-
, .

I— z \] 2 zz

Hinc Fundio primum propofita
z-\-\z

^^^^^^

X 3 vitut
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vitur in has r- 4-
, .

~\ —
r-
—

I

—

z+iz i + zV zz 1— ^ V - -r^z

EXEMPLUM III.

Sit propofita hare fradio rcfolvenda

(l I.Z-{-Zz) ( 1+ 2Z+ 3

8
Pro Fadore denominatorls i — z + zz oriatur ifta fra(ftio

TT-TT. 'y eritque p = ii q -~ i , cof. = --
, unde

I ^ « ~x~ zz 5

f=i;M— i-}-2z-i'Zz; Z=i4-2i-+-3-4. Quia.

vcro hie ratio Anguli <$> ad reftumnon conftat, Sinus & Co-
iinus ejus muitiplorutn leoriira debent inveftigari. Cum fit

cof. <P = ; erit fm. ~ -|-

cof.2<^=^ 2-i 2<^) ^

hinc fit

P = , + J. ±+ i= 21

•
5
^ 25 2r

0.= I + 2. 4- +5.^=51
^ 3 , 24 102
•^^^ T +^17= 1?

f 25 * 125 125

R=l-+2. ?4 +3.'-i2=«£?
5 25 125 125

ideoque Q R— qR. = ^7^^ Ergo^ ^ ^ 25.121^ 12') ^
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A= ^83^= Hi . A —— -112 — 41 Cap.
2r3<? 178' 2135 178' XII.

Quare fra^ilo cx Faclore i — z + zz oriunda crit

9 ( n ? ^ ) :

I — '^z-i-zz '

Qiia:ramus fimili modo fradionem altcri Fadori refpondentem;

crit/= — V3 & co/.4>= -i-,ergo/^— ~,

M = 1 -\- iz -i- zz & 2 = I — ~- ^ + z,z, Fiet

autem . oh ci>f. cp = ~
^ Ji». = ^Ll

cof.i<^=i ^ , fm. 2 4> =
cof.^i^— 1.,^/. 3 4)= ^^ ^ 3V3 ^ ^ 3v^3

confequenter

V 3 V 3 3
*

3 9

V 3
* V 3 3

*
3 9

^ W3 V3 3 3 4?

Q __. v/2 , J_
5v/3*V3 3 ' 3 4T

L J L I ^ 5^==-i
3

* V3 3
'

3 3v/3" 3v/3 I3T
i_ V2 8_ 2v/2 ^ =— 98v^g

V3'\/3 ^3 *

3 3^3* 3\/3 I3T

ideoque Q^R— qR=— ^^^^ > ^''g^

A = — = ^ • A = _, I3f

712 178 ' 712 178'

Fradio
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Fiaaio ergo propofita
^ , _ s !

) O +
' - + 3 O

r 1 V • 17 Sz): 178 ^ ^ (5 +27Z): 178

204. PolTunt aiitem valores littcrarum R & R cx litterls

Q & Q^definiri, cum enim (it

erit

ideoque R — / ( Q. ^-^/^ — fi^- ^ )

deindc eric

ergo R =/( Q^. /». 4) + Q.^-^/ 45 )

Ex his porro fic

aR — cLR=(aa.+ cLQ.)/.A 4>

Pr— pR==(PQ^+pcl)//«.4^ +(Pcl— pQ.)A^/^
eritque confequcntcr

. PQ.+ PQ- ,
Pq— PQ_ CO/: 4)

CQ_a+a(i )///«. 4>*

Quare ex denominatoris Fa6tore pp — ipqz.cof.cp •\- qtfzi:.

nalcitur ifta fradio partialis

( Pa+ p cl") />. 4^ 4-rPQ.— pQ) (/: r./:4>--^.^

feu 5 ob/=~ 5 hare

(PQjf pcl)/'./^.4>4-(Pq.— pCI)(A^^/:4)— ^^ )^

205. Oritur ergo h^ec fradio partialis ex Fundionis propo-

fita ;r- —i -^r^ Fadore denominatoris
iPP 2p qz.coj. + q q Z Z ) Z

pp 2 p q Z. COf. (p q q z Z ^ Sitq\.\e WltGYX P, P, &
fequenti modo ex Fundionibus M Sc Z invcniuntur:

polito
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« Cap.
pofito cof,»<l>, fit P, XII

q"

& Z = Qj
»

& pofito = ij) 5 fit A/ p ,

Sc Z == Cl^:

ubi norandum eft Fun^flrones M &c anrequam hxc fijbfti-

tufio fiat J omnino cvolvi dcbere , ut hujufmodi habeant for-

mas

eritque idco

V= A+B^.cof.^-{-CK' co/.icp+ D-^,. cor.2 cp + Sec.
q - q q

V ==: B^fm.(p + C^,.rm.2<:p+ D^\. fm,z(p + &C.
q q q

q q q

206. Ex prJEcedentibus autem intelllgitur banc rcfolutio-

rem locum habere non pofTe , fi Fundio Z eundcm Fadiorcm

pp — 2p^z.cof.cp -\-qqz,z adhuc in fe complcdatiir ; hoc

enim cafu in .Tquationc M— AZ-\- aZz fada fubftitutione

2-" = f^C cof. nC^ + — I. fin. (p) , ipfa quantiras Z eva-

nefccret J nihilquc propterca colligi poflet. Qijamobrem, fi

Fundlonis fradta; — denominator ha beat Fadorem ( PP —N ^ '

2p ^ z.cof0 -i- ^z,z y vel altiorem Poteflatcm , pecuiiari opus

erir rcfolurionc. Sk )2,'n\.n N= (pp
— 2pqz,cof.(!;> -r-qqzz')^ Z y

atqiie ex denominaroris Fadore (^pp— ipqz^eof -\- (/(j'^zy

oricntur hujuruiodi dua: hadioncs partialcs

Euicri Imrodtici, in And. infm.parv, Y
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Lip. I.

A + _j
B +

(PP 2pqz.cof. (p + ^IZZ )
*

p p 2p q Z. cof. (P q q ZZ*

ubi litteras conftantes A , a , B , B dctcrmlnari oportet.

207. His politisj dcbebit ifta expreflio

M (h + m) Z (B Bz) Z( pp 2pqz.cnf. ^qqzz)
CPP 2pqz. cof. CP'-i-qqZz)*

efTc Fundio Integra , & banc ob rem numerator divlfibllis

eric per dcnominatorem. Pn'miim ergo ha:c exprcflTio Af—
Az — A«. Z divilibilis cfTe debet per z*^— zpqz,.cof.(^ -f-

qqzz, i qui cum fir cafus pra»cedens , codem quoque modo lir-

tera! A & A dcterminabuntur.
n

Quare , pofito z =^ . cof, n (p , {\x. M == V ^

Q
& Z = N:

.n

5c , pofito = —^.fin.n^^y fit A/ — P ,

& Z = N.

Hifque fadis fecundum regulam fupra Haram, erit

P N 4- P N q

208. Inventis ergo hoc modo A & A , fiet

- ^ (A+^^l£— p^jn^io Integra, quae fit = f ; atque
pp 2pqz. coJ.(p 4- qqzz ^

fupereft ut P — B Z — B^Z divifibile evadat per —

•

1 p q z. cof. <p 4- qux expreifio cum fimilis fit pr-jECC-

denti , fi

tt

pofito = cof.n<p^ vocetur F = R,

pofito «" = ~-'fm.n(p, vocetur P == r; erit
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r> R N + R N , R N R N cc£j> Cap.
2^* + N-' N*+ N* 'Jin.^ XIL

, Rn + R N q

N^ + N^ '
pJJn.Cp-

2 op. Hinc jam generaliter concludere licet qiiomodo rc-

folutio inPiitui dcbeat , fi denominator Fundionis propofitae

Fadorem habeat (//>
-— 2jf^^. cof <P + ^^zz)^: fit Qnim

N= {pp
—2/'^?, c0/.<p -i-^^zz)^ z i ita ut ha:c refolvenda fit

Fundio fra(5ta

M_
k

' •— 2 i> 2 ^M-<^ + g ^ a a ) Z

Pr^beat ergo Fador denominatoris — 2/^2. cdJ.<^-\' qqs^)^

has partes:

A + A ? ____ B 4- B 3 ,

Fi * ' it—-I
~

C pp 2pqz. cof. 4> Hh 32^^) (p^ 2pqz. cof. + ^2^^)

_ C+ « ^ . D+D^
i=-j+ &CJ 2

(^^ Zpqzxof.cp^qqzz) (pp 2pqz.Cof.Cp-i-qqzz)

n

Jam, pofito cof.n<P, fit A/ = M,

& z = N ;

&, pofito z =. , fm. n y fit A/ == M ;

& Z = N;
erit

* M N + M N . ,
M N mN co/ <|)

1^*4- N* N* + N* 'y?«r$
Mn -h_M N q

Dcmde vocetur ^

—

~.— =ri atque,
pp IppZsCOl.Cp '\' qqzz

Y z pofito
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^iLl-L pofito 4' = . cofn 4) 3 fit r = P

,

pofito ^.fm.n(^, fit P r= r;

B ^ PN+ PN , P N — p N coT

N*+N" -4-

B ~=- Pn 4' (?

Turn vocetur (H-f b:^)z— =zQ .atquc

pofito -L^. cof,»0, fit Q^=
St

&, pofito -t.
. 4) , fit Q^;

erit

C = CLN + o >j . Q.N— qN cof.(^

r^j* + 14* '

/)
ip*

Porro vocetur —^ (C-f- c^.) z—_ atquc
Z'/'
—- Ipqz. cof. <p -J- qqZZ ^

n

pofito ^ ^^^4^3 fit = R,

pofito == -L^. fa.ncp, fit =
erit

D == 4" R N ,
R N — R N cof. <p

N» 4- N» N* + N*. •
y?;;. 4)

D = ^
R N I- R N <7

N* + i^* * f/«.4>*
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hocquc motlti progi cdicnduni eft donee ultimt-K fradionis , Cap.
cujiis deiiominaror eft// — ip^t.,cof.^ 4- qqz^z, nume- ^11-

lator fuerit deter minacus.

E X E M P L U M.

Sit ifta propofita Fun(5lio frada

^ " ^

cx cujus dcnomlnatoris Fadlore ( i + omntur hse fra-

diones partiales

,

h-ir kZ B + B g , C +C:g ,
D + D :S

( I + x;^;* V i + a^)' ( I + ^x)' i + ^a
'

Comparatione ergo inftituta , erit/~ i , ^= 1 , = o;

ideoque 4^ ==:— , porroque Af= — & 2= i ^-s^'^.

Hinc erit M =0 \ m=:2;N= 2; N==o, Ufm.(^— \,

Hinc itaque invenitur

A ^— Jl. o = o, & a = I.
4

ergo A + A«==c; hincque P = ^—^^-v-^^

—

~=— a'

& P = o , P = 1 : unde reperitur

B = o, & B = 4--

Ergo B + = ~^,&ri==
—-1.2

—

Iz.'

2 I

— « Z'j

undc Q_= o & = o J ergo

C 8= o & = 0, hincque R = —

-ergo R = o ; R == ^ j unde fit

D = o& D==

—

y 3 Quani-
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L 1 B. L Quamobrem fradiones qu.-efitje funt h«e

;—r— v+ + -7—1 — r7—r Rcliqus vero fra-
2(i4-^^) 4(1+^^) ^

dionis numerator eft= j = —r = ^4-

— ;s* 5 qUcE ergo erit = f?—t^-tT'

210. Hac ergo methodo fimul innocefcit fra(flio comple-

menti, quae cum inventis conjundta producac fra(5tioneQi pro-

pofitam ipfam. Scilicet fi fradionis

M

inventze fuerint omnes fra»5tiones partiales ex Fadore (pp—
2pqz. cof.<^ + q qz,z.^ oriunda?, pro quibus formati func

valores Fun(5tionum F, /?, S ^ T, fi harum litterarum

Series ulterius continuetur , crit ea , qux ultimam , qua opus

eft ad numeratores inveniendos , fequirur , numerator rcliquas

fradionis denominatorem Z habentis ; nempc, fi ^= i, erit

reliqua fradio — ; fi/f= 2, erit reliqua fradio ~-y (ik~—-^y

crit ea ita porro. Invent^ autcm hac reliqua fradlionc

denominatorem Z habente » ea per has regulas ulterius refolvi

poterit.

CAPUT
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Cap.
xiir.

CAPUT XIII.

De Seriehm ncurnntibtis.

21 r. A E) hoc Serierum genus, quas MoiVR^us re-

cunemes vocare folet , hie refero omnes Series

quas ex evolutione Fundlionis cujufque frada? per divifionem

adualem infticuta nafcuntur. Supra enim jam oftendimus has

Series ita effe compararas , ut quivis terminus ex ah'quotpra?-

cedentibus fecundum legem quandam conftantem determine-

tur J qux lex a denominatore Fundionis fradie pendet. Cum
autem nunc Fundionem quamcunque fradam in alias fimpli-

ciores refolvere docuerim , hinc Series quoque recurrens in

alias fimpliciores rcfolvetur. In hoc igitur Capite propofi-

tum eft Serierum recurrentium cujufvis gradus refolutionem in

fimpliciores exponere.

212. Sit propofita ifta Fundio frada genuina

A h z. •\- czz. -\- dz} + &c.

I az, yz^ iSz'' &c-

qua? per divifionem evolvarur in hanc Sericm recurrentem

^ + Bz + Cz.' Dz' + Ez^ + Tz' + &c.

,

cujus coefficientes quemadmodum progrediantur , fupra eft

oftenfum. Quod fi jam Fundio ilia frada refolvatur in fra-

diones fuas fimplices , & unaqua?que in Seriem recurrentem

evolvatur , manifeftum eft fummam omnium harum Serierum

ex fradionibus partialibus ortarum a^qualem elTe dcbere Sq"

riei recurrenti.

A + Bz + Cz^ + Dz* + Ez^ 4- F^i' + &c.

Fradiones ergo partiales , quas fupra invenire docuimus , da-

bunt
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Jt- 1 B. I. b'lnc Series pnrtlales , quarum indoles ob fimplkltatcm facile

~~ ~ pcrrpicicur ; oaiaes aucem Series parciales jaiidim (umtx pro-

ducenc Seriem rccurrcncem propolitam i undc & iiiijus naciira

penitius cognofcerur.

213. Sinn Series recurrences ex fingulls fractionibus partia-

libus ort<e hx.

a 4- b« + czz -f- d^:' + cz^ + &c.

a -f b'^; -h c'^.z -h d'z' + cz"- + ^c.

a" -h h"z -f c'zz + d''^^' + c"^* +
a'"+ b'";j + c'"^ 4- d''z' + c"z' + &c.

&c

Qiioniam hae Series jundim rumt^ iequales efTc dcbeiit hulc

A ^-h Bz + Czz + Dz' + Ez^ -h &c.,

necefle eft ut fit

^ = a + a' + a" + a'" + &c.

5 = b -f. b' + b' 4- h'" + &c.

C ^ c 4- c' + c" + c'" 4- &c.

P = d 4- d' 4- d'' 4- d'" 4- &c.

HInc , fi fingulariim Sericrum ex fraflionibus partialibus orta-

rum definiri queant coefficicntes Poteftatis , horum fumma

dnbit coefficientem Poceftatis z!^ inSerie recurrence 4- -'^^ 4"

Cz' + D ' + Sec.

1 14. Dubium hie fuboriri poflec , an , fi du^ hujiifmodi

Series fiierinc incer fe ^quales

^ 4- 5:; 4- C^' 4- 1?^' 4- &c.= A 4- 4-C c'- 4-D ^'4- &c.

,

necciTario inde fequacur , coeffitientes fimilium Poreftatum ip-

fius X, incer fe elfe jequales ; feu an fic A = A , B — ;

C=Ci
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C=C; jD=Di Sec. Hoc autem dubium facile tollctur, C

fi perpcndamus banc arqualitarem fubfiftere debere quemcun-

que valorem obrineat variabilis z. Sit igitur z,= o , atque

manifeftum eft fore A = A. His ergo terminis c-equalilDus

utrinque fublatis, ac reliqua aequationc per z divifa, habebitur

B + Cz -\- Dz,* + &c. = B + Cz, + + &c.;

unde fequitur fore B==B : fimili autem modo oftendetur eflfc

C=C; X)— D, & ita porro in infinitum.

215. Contemplemur ergo Series, quae ex fra(flionibus par-

tialibus , in quas fraitio quarpiam propofita refolvitur, oriun-

A
tur. Ac primo quidcm patet fra(5lionem

^

dare Seriem

A 4- Apz + A/*z,^ A/*'*' + &c. , cujus terminus

gcncralis eft A/>"^"; ha:c cnim expreflio vocari folet ter-

?)nnu! generalU , quoniam- ex ea , loco n numcros omnes fuc-

ceflive fubftltucndo , omnes Seriei termini nafcuntur. Deinde

ex fradtione oritur Series A+ lApz + ^Afz^ +
4A/''«-' -f- &c. , cujus terminus generalis eft («+ i ) A/" z "

.

Turn ex fradionc — , oritur Series A + z Ap z +
5A/*^/ -j- 10 A/"' -f- &c. , cujus terminus generalis eft

Ap^ z ^
, Gcneratim autem fradio

pracbct Seriem banc A+M/^+ ^^^"^"^ A/'z.* +
I — /J?,)

,̂
+ O + '^^

Ap^z^ 4- &c. ,
cujus terminus generalis eft

I. 2. 3

(k+ I )(w 4-2)(?Z 4- 3) ^»+^ I ) Ex
^

I- 2. 3 ( I) ^

ipfa autem SL-riei progrcffionc colligitur hie idem terminus=
—^ ^ Ap z ; hxc vero

1. 2. 3 « ^

Euleri Imrodu^, in Anal, infn, parv. IL expreflio
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Lib. I.exprcHo illi efl aequalis, id quod multiplicatione per crucem

inftituta patebit , fict enim

,

i.t.3 (»+-^—i;=i.t.3 — j)k (k+n— i)

quae eft ^equatio identica.

216. Quoties ergo in rcfolutione Fundionum fradlarum ad

A
hujufmodifradlioncs partialcs

^
pcrvenirur, totics Se-

( I '

—

pz)

riel recurrentis cx ilia Fundionc frada ortaj A+ Bz-i- Ct* -f-

Dz.^ 4- &c. , terminus gcneralis aiHgriari poterit, quippe qui

erit fumma terminorum generalium Serierutn, qux cx fradio-

nibus partialibus nafcuntur.

EXEMPLUM I.

Invemre termimm generaiem Serid recurrentis , qu4t ex has

fra6iiom ^ ^ ndfcitur.

Series hinc nata eft i ozi + -f- 22-' + ^2.* 4- lo^.' -f-

2 22i* + a^izP 4- 854* + &c. . Ad coelficientem poteftatis

generalis z!^ inveniendum , fradio - ^ ^ refolvatur in

—i— 4- I , unde oritur terminus generalis quaentus

i-jC—if + 7- ^" = ^-f^ +
valet fi » fit numerus par , fignum— fi » fit impar.

EXEMPLUM II.

Invemre termimm generaiem Seriei recurrentis qua oritur cx

I - 2
fra^ionc

j 7 z 1 j ^. /,

' *5Vr/W hujus j 4" 4^ + ^4^^*

Ob



Ob denominatorem = ( i — 2 a ) ( i— 3« ) refolvitur Car

fraaio in has + r=T^* terminus ge-
*

MM WW , w w,.w
neralis 2. 32^ — 2*=(2. 3 — 2)s,

EXEMPLUM III.

Invenire termimm generalem Seriei hujtn 1 + 32 + 42^ +
72' 4- iiz* + i8z* 4- 292* + 472^ + &c., cr/V<(r eve-

I 2 z
lutione fraSiicnis -

^

Ob denominatoris Fadorcs i — ( ^ ^
) «j & i —

/- 1 )z. per refolutlonem prodeunt ^,
.
— +

I— v^f

, unde crit terminus generalls =

1 / «+I , ^/ . W+ I .

EXEMPLUM IV.

Iftvenire terminum gemraUm Seriei huju^

a I b 2
^r/V/^r evolutione fraBionis

^ ^ 2 a*

Per refolutionem oriuntur hae diiae fradliones:

Z i ( ^



Lib. L c^(^4-v/(<«^ + 4^)) + 2 ) </ ^ -i- 4 C ) .

I — C ) ^

I — _

terminus generalis erk ^ * r+ t^''
^

^ 2 V(«« -f 4/3)

X «4-v/C^«4-4/3) ^« I it(V(c«84-4/3)— g)— 2/'

^ 2
J

2v/(««+ 4/S)

( — 1— —- ) z J cx quo. omnium bencrum rc-

currcntium , quarum quifque terminus per duos prajcedcntes

detcrminatur , termini gencrales expedite definiri poterunt.

EXEMPLUM V.

Invenire terminum generalem hujus Seriei i + z-f-

4-3z' 4-4 4- + &c. , qua oritur ex fra^iofu

I I

1 z zz 4- C I z)* C i + z)*

Quanquam lex progreflionis primo intuitu ita eft manifefia

ut expiicatione non indigeat, tamen fradiones per refoluiio-

L * *

nem ortx ,— + -
^

• 4- — dant hunc termi-
( i — 2)* I— z ^ + z

num eeneralem — ( +• i ) s,"+ —- +— (— 1)" z."=
" ~ ^

-^^
5 fignum fuperius valet fi /i fuerit numerus

par , inferius fi » fuerit impar*

217. Hoc pado omnium Scrierum recurreritium termini

generales exhiberi pofifunt , quoniam omncs fradiones in hu-

juimodi fradiones partialcs fimplices rerolvere licet. Qiiod fi

autem expre/Tioncs imaginarias vitare velimus
, fepenumcro

ad hujulbiodi fradiones partiales pervenietur

A -f-



E C 17 il il 5 -N" r 7 B 17 5. I8l

k+Bpz .

A 4- ^pz
J & £ ^ ^•

I 2pz.cof.(p + ppzz * (i — 2p z.cof. <p +p pzzy ' ^lll.

.

A + ^p z
_^ quarum evolutione cujufmodi

( T 2pz. cof. <p -^rppzz)

Series nafcantur videndum eft. A: primo quidem , ol>

cof.n<^ — z cof cof. — I ) 4>— (»— i) ^5 fradio

~—j evoluta dabit
I 2 pZ. COj.(P+ ppZZ

A+ 2hpz.cof.(p+ 2hppzz.cof.2(p + 2Aph<^ .cof.30 + 2Ap^z*.cof.4(P

4- Appzz., 2hp^z^ . cof.(p '\- 2kp^z^.cof.2(p

cujus Seriei terminus gencralis non tarn facile apparet.

2 1 8- Quo igitur ad fcopum perveniamus, canfidercmus has

duas Series

Ppz.fin. + Pp^z^Jlu. 2(p + Pph*.Jl)i.3<p+ P/'V. ft)i40 -f &c.

^+ Qj>z.cof.(p+ ^pWcof.2rp-{-Qph\cof.30+J^p*z^.cof.^(p + &c.

quaf du2B Scries utique nafcuntur ex evolutione fradionis, cujus

denominator eft x — z^z.cof ^ z z. Ac prior qui-

dem oritur ex hac fradione ^ ^ ^'
, pofterior

I— 2pz. coj. 0-\-ppzz ^

vero ex hac —^ ^
. Addantur har dujc fra-

I— 2pz. coj. (p + ppzz

diones , atquc fumma ^Tj^"' dabit
^ I 2 f z. cof. 1^ -i- pp zz

Seriem cujus terminus gencralis erit = ( F fin.n (p -f- Qj:of»o )

z » Fiat autem haec fradio propofitse ^ ~

' ^ I — 2^z. COJ. (p 4- ppzz

acqualis , erit Qj=A , &P= A cot.cp -h B cofec.0. Seriei ergo

cx hac fradione ^
"^r^^.^ , onx terminus genera*

^ 1 — 2pz. coJ.(p -i-pp zz
^

. A cr/ (J) /?w. M <Z)+ B fn. M -I- kfn.<p. cof n(p n n
hs erit = ' p ^ —
hfn.(}i+ i) -{-'^ (in.n0 n n

- P z ,

Z 3 119.
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Lib I. 2^9* terminum generalcm inveniendum, fi denomina-

tor fradionis fuerit Porcftas,ut ( i— 2/fz.a>/.(p-{- ppjcz,^^^ con-

veniec hanc fradionem refolvi in duas etfi imaginarias

1 + t .

( I (cof.(p 4- V 1 pz)'^ (l —{cof.<p V i-fin.(p)pz)^

quarum fimul fumtarum terminus generalis Seriei ex ipfis ort^e crit

I. 2. 3 (K—
I. 3. 3 — ^) ' r ,

^ r=r t^LzZJ—ZJ
,

critque hsec cxpreffio

(»+O(«+2)0H-3)' ^"+^~
'V/ »/» 4-^.>. nif )/ *"

I. 2. 3 ' ^.

terminus generalis Seriei, quae oritur cx his fradtionibas

2y/ I
^

^ 2 2\/

(i icof,<^+\/ i.fin.cp)pz)^ (i Ccof.(p V l'fin.(P)pz)^

feu qua^ oritur ex hac fradlione una

+kgpz.fm.<P^^^^gr^\fm.i<p+ ^^^^^ gpU\Ji„.^<p

(i ipz.cof.^ +ppzz^^

2 20. Pofito ergo ^ = z, crit Seriei ex hac fradlionc

/ 2pz. (f.cof.ij) g.fin. <:J)) +PPZZ. (f. cof. 20 g;.fm. 2<j) )

Q I 2pZ. C0f.<p+ppZZ ;*

orta» terminus generalis (n-^-i) (^f.ccfncp -^rg.fm.n^^f' .

At Seriei ex hag fra^tionc — ^
r ^ ^ 5 ^eu hac

I rr- 2pz.cof.(p -f- ppzz
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a 2apz.cof.<P-j-appzz , ^ • i« a Cap.
z r~-r—^-^-T-, ortae terminus generalis eft = y i r t(i 2pz. coj. (p + ppzz/ ^ XIII.

^r"^^^*^ Addantur hx fradiones invicem , ac
Jm. ' '

ponatur a +/== A ; ia.cef.(P + 2f.cof.($>— tg.fin.<!^=— B
& + / cof. 2 <p — g. fin. iCP= o , hinc erit g
B-\-2Acof.0 ^ __ A + B co/: 4) A + B co/ (j) ^ .

^

2 Jin. cp ' I cof.2<p 2 ijin. /
Kcof.2c:P B to/ d) o B d) 4- -A 2 d). T T 1

2(Jin.<py ^ 2(Jin.<py

rem Scriei ex hac fra^lionc , ^
"^r^^^. 3 orta? ter-

( I— 2pz. cof. +ppzz)''

minus gencralis eft ^r^j^^^^y fi^- + ^ ) ^^.z"
2-"+

( B y??f. <p. fin.ncp •\- hfin.20.fm.nip Bcof.<p.cof.}i(P Acof.2<p.cof.n0)

2(fin.<py
n n ( » -4- I )( K coUn-\- 2)0 + Bco/i(?/4- O^') ^ ^

,

^ * — 2(M.0y ^

( A + Bcof. 0) fin. ( n t ) n n

\
2{fin.0y ^ •

^

ifte terminus generalis qua^fitus =
C n 4- 3 )/^- ( »+ I ) 4> (n Jt- ^) fn.jn + 3 ) 4) a " «

,

>^/^^(«+04> B/;c": Seriei qua? oritur ex

fraaione
^^^^

( 1 2pz.coJ'. -J-
;*

221. Sit kr= 3 , eritque Seriei ex hac fradlionc orta?

f—3pz.(f.cof.(:>—g,fm.0)-\-^ppzz (f.Lof.20—g.fm.20)—p^2.\f.cof.Z0—g.fni.^^)

( 1 2pZ.COj.0 +ppZz/

terminus generalis= ^""^^^^^'"^^^
if.cof.n(^ '\rgfin.n<p^f^ t!^

Deinde
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LiB^

Seriei ex fradionc , r^V^ > -/cucxhac

a— lapz.. cof.<^) 4- appzz.

-J±In :^ppzzcor^^.4-bp^z.'
^^^^ terminus gc-

( I — 2pz. coj.q> 4- ppZZ J

neralis eft
+ 3 )Jin. ( »+ i ) ^ --(n+ijn. (»+.3)^ ^ ^

r n + 2 )y7;..n2) — ( n+ 2 ) (p , » Addantur fra-

diones ac ponatur numerator = A, erit a-\-f = A
Zf.cof.tp— ig.fin.(P'\-2d.cof.^ —^ —o, ^f.cof.i(P

—
ig.fm.2<p +a— 2 b.cof.(^ == o} ^h^= f.cofi<^— g'fii^' 3^ 5 hinc erit a-^

f—2f.(JJ„.<py. Demde reperitur f
& A +/== A = 2g. {fm. Cp y tang. <p — if^fm.^y j ergo

.^=^sM--f.cof^ . ^^ibus tandem oritur
2(fm.0y cof.cp

r A(/in.0 2/7;/ 3
4)

-

j-^

5

0) kCcof.0)—2cof.3<^+ cof^<P)

ob i6(fin.<p )^ = fm.<)0— sfi^*- "i" erit d=
A(9M-0 lfin.30) o, / _ A ( fm.20+ ftn.20) u/i

l6(Jin.(py I6(y?;i4))«
- A

autem 3fi/f.<P —fm.7,(p= ^<ifin.<py ;
ergo a=

^^^^7^*- Qi^o-

circa ent terminus generalis —' — ' p «

A ( Tzw.Ch+I ) <^ 2 //« ^ >; 4- ^ ^ <1> -f- /7j7V » 4- ^ ) 4> )

A w w (C"+ 3)/»- ("+ I ) ^ — (n-^i) ftyi-jn-^ 3)0)
* • \6(^fm.0y

_AyV .(»+ 4X«4-0^^ , . 2CMilKHhl)
i6ifm.(py ^ 1. 2 ' ^ I. a

211. Sc-



2 2 2. Seriei ergo quae oritur ex hac fra6tione SinXIII.
A 4- Bpz

(i

—

2pz. cof.cp ppzzy
terminus generalis erit hie

+ ^(idllfcH) ^^^^^ 2«(li±4) J;„,^„J^^^^^
l6{Jm.0)^ ^ 1. 2 •' I. 2 ^

Atque > ulterius progrediendo , Seriei, qua? oritur ex hac fradionc

A+ ^pz
(i 2pz.cof.<p + ppzz)*

terminus generalis erit hie

^ 64 (7m.(p ^ I. 2. 3 ^ ' '
^

+ ?M (

C>^4-6)(H+0(. + 4) ^^^^
^64(^». <:p)^ ^ I. 2. 3

J ^

I. 2. 3
/T«

2 J

/«.(«+4;^-'l(ii±^-tA) 4-).

Ex his autcm exprcflionibus facile intelligitur , quemadmo-
dum formse terminorum gcneralium pro altioribus dignitatibus

progrcdianrur. Ad naturam vero harum expreflionum peni*

tius inlpicicndam notari convenit elTe

Eulcri Indroclucl. in Anal. mfn. parv. A a Jin,(^
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Lib. 1. y;^ ^ 3---

J//t.0

&c.

223. Cum Igitur hoc padlo omncs fundtones fradta; in

fradiones partiales reales refolvi queant , fimul omnium Scrie-

rum recurrentium termini generales per expreffiones reales ex-

hiberi porerunt. Q.iod quo clarius appareac , exempla fequen-

tia adjun(fla funt.

EXEMPLUM L

Ex fradionc
( I — z) (I — zz) (1 z' )

\ 4 ,
—j r 5 oritur ifta Scries recurrcns

cujus terminus generalis delideratur. Fradio propofira Tccun-

dum Fadores ordinata fit= t:;
— —i

;—r, quas
(i— zy(i+z)(i + z+ zz)

^

refolvitur in hias fradiones —— ^ + -p— +6(1 — zy 4(1 — zy ^
17

72 ( I — z)
4- —? ,— + / , ,

—^. Harum prima
8(1+2) 9(^ + z+ zz) ^

I J . 1 _ 6;+ i)(»4- 2) I n— ~ dat termmum generalcm ^

—

-—^i—i— — z, =
6(1 — zj' ° 1. 2. 6

^ ^—-2-— z, : lecunda — dat —^— z : tertia
12 — zy 4

17 J 17 " ^ J i.
I ^ n

Quinta
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Ouinta vero —7 ,

^

—^
comparata cum forma ^

.=_Ajllii±— (2i8)dat^==i,<P= = <Jo-
-

1— 2pz.co].<p 4- ^ ^ ^ 3

A=+— ;&B=— -^5 unde oritur terminus generalis

A.fm.{n-{'i) — 2 fm.n —
(— i) z. =-{- ^— ^(— i)^..Col-

ligantur hx exprefliones omnes in unam fummam , ac prodibit

Seriei propofitse terminus generalis qujefitus= (^ + +

47 N « I
I " _L 3 3 « U" r

72^— 8 — 9v/3
.

na fuperiora valent fi n numerus par , inferiora fin impar.

Ubi notandum eft fi fuerit n numerus formae 3 tn fore

= + — j fi fiierit »=
9 v/ 3 — 9

3 w+ I eric hxc expreflio= + -j-i atfi»= 3w» + a crit

ifta expreflio =+ -^5 prout » fuerit numerus vel par vel im«

par. Ex his natura Seriei ita explicari poteft, ut

A a z fl
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Lib. I.
Ci fuerit

= 5 ;w + I

= 6 m + 2

= 5 4* 3

= ^ w 4- 4

D E S E I{_ I E B U S

terminus aencralis futurus fit

( - +
^ 12

JL 4- ^ )
^«

+ JL + J.
^ 12 2 4 ^

(t^ + T + *

^12 2 12

Sic, fi fucrit »= 50, valet forma n~ 6 m 2, eritquc termi-

nus Seriei == 234^^'
.5 o

EXEMPLUM IL

Ex fra<ilione
-z— z* +z'

oritur hasc Series recurrens

1 4- zz+^^^-h 3«;* +4^* 4- 5:^' 4-^^* 4-5s^4-7^*4-&c.

cujus terminum generalem invenire oportet. Fradtio propofi-

ta ad banc formam reducitur
I 4- ^ 4-

(I— zr (i'hz)(i + zz) '

qua? proptcrea refolvitur in has fradtiones partiales

3 , 3 .
I I 4- ^

4(1— z)

rum prima

fecunda

+ .Ha-8(1— ^) ' 8(14-^) 4(i+«)

dat terminum generalem -̂
^""^

i— z) ^ 4

quarta

4(1-

I 4- ^ ^_ r A+ Bpz

n n
I) ^ &

4(»4-^^)

dat /»= I i cof,<pz

comparata cum forma —
2pz.coJ'.0 -i-ppzz

1

4
'

B==
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Cap
B =+— , unde fit terminus generalis —- f

— — Ji». — x 1 1

1

4 4-2
^

(z^+ij^-f- — n-zs-)i!\ Quare colligendo erit ter-

minus generalis qu^fitus = ( dz~g"^ —
"~~ (/^' I ) ^— fiff- — n ) 3^. Hinc

2

fucric

n = 4 + o

n = ^ m -^r I

erit terminus generalis

^4 4

^4 2
'

(4- »+

Ita , fi »= 50 , valebit »:=4 2 , eritque terminus =
224. Propofita ergo Serie recurrente , quoniam ilia fradio

iinde oritur , facile cognofcitur , ejus terminus generalis fecun-

dum prsccepta data repcrietur. Ex lege autem Seriei recur-

rentis , qua quifque terminus ex pra?cedentibus definitur, fta-

tim innotefcit denominator fradionis, hujufque Fadorcs prxbe-

bunt formam termini generalis , per numeratorem enim tantum

coefficiences determinantur. Sit nempe propofita hxc Series

recurrens

A Bz + + Dz.' + Ez,^ + Fz' + &c. .

cujus lex progreflionis
, qua unufquifque terminus ex aliquot

prceccdentibus decerminatur , prsebeat hunc fi-adionis denomi-

nnrorem i — az. — G^* — y z,\ Ita ut fit D == « C +
i^B-^yA; E=aD+i;C'i-yBi F— tE+GZ^ + yCi

A a 3 &C.3
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L I B. I. &c. ,

qui multiplicatoies a,-f- S, + ya MoiVR^o fcalam

rdationis conftitucre dicuncur. Lex ergo piogrellionis polita

eft in fcala rclacionis , atque fcala relationis ftaiim pra^bet de-

nominatorcm fraotionis , ex cujus refolutionc piopolita Scries

reciirrcns oritur.

225. Ad terminum ergo gencralem, feu coetficlentem Po-

teftatls indefinitae , inveniendum , qua?ri debcnt denomina-

toris I — ctz.— €2* — yz? Fadores vcl fimpliccs vel du-

plices, fi imaginarios vitare velimus. Sint primo Fadores fim-

plices omnes inter fe in.rquales & reales hi ( i —-pz) (i— ^r,)

(i — rz,)\ atque fradio generans Seriem propofitam relol-

vetur in — f-
—^— H ^— ; unde Seriei terminus

I— I — I —
generalis erit ( A/>'^ + B + C ) . Si duo Fa(ilores

fuerint a:quales nempe turn terminus generalis hujuf-

modi erit (( +B;^" Cr" ) , &, fi infuper fucrit

r r=^q~p ^ erit terminus generalis ( A + B «+ C
Quod (i vero denominator i — az,— gi* — yz.^ duplicem

habeat Fadorem , ut .
fit— C i—p « ) ( i— i^z.caf. cp qq-i»z)

turn terminus generalis erit= (A/' + /^J — ^ )z

Cum igltur , pofitis pro ft fucceffive numcris o , i , 2 , prodire

debeant termini Aj Bz, Cz.^ , hinc valores litterarum A, B, C
determinabuntur.

216. Sic fcala relationis bimembris , feu dcterminetur

quifque terminus per duos prazccdcntcs , ita ut (it

C=ctB — GAi D= aC—' i:B} E==aD~CC, &c.

,

atque manifeftum eft Seriem banc recurrentem, qua? fit

A-hBz^Cz'-hDz,'+Ez*-h +Pz" + Qz:"'^' 4- &c.,

oriri ex fraiftione cujus denominator fit i —- an-}- Sint

hujus denominatoris Fa^tores (i — pz.^Qi — ^4) erit p-^
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^ z= a dc = & : atque Serici terminus generalis crit C

^ A/ 4- B / ) Hinc fado » = o , erit ^4= A + B ;—
& fatflo //= I erit A =A/'4-B^; unde fit —
A (

^— ;>) & A= & B= drml, Inventis au-

tern valoribus A& B, erit P= A/4-B/&Q=A/+' +

B/ . Turn veto erit Ad==
0& 4(

227. Hinc deduci potcft modus qucmvis terminum ex

unlco pracedente formandi , cum ad hoc per legem progref-

fionis duo requirantur. Cum cnim fit

P = A/"4-B/ & Cl= A/.^" + B^.^"

crit

multiplicentur hde exprefliones in fe invicem ; eritque

At eft

etct,— 4 C & ^
^' = Quibus fubftitutis habebitur

I^P- ~ccPQ+ QQj^ (QAA— aAB + BB)i:'' , feu

Jb—^AB+^A A = ^ ' proprietas Se-

rierum recurrentium , quarum qulfque terminus per duos prse-

cedentes deteiminatur. At cognito quovis termino P^ erit fc-

quens Q= — a P ((— «^— — ^AB-h
2 4

C^-r^)
J quae exprefiio , etfi fpeciem irrationalitatis prx fe

fert

,



192 DESEIIIEBUS
I- fcrt J tamcn femper eft rationalis , proptcrca quod termini ir-

~ rationales in Serie non occurrunt.

228. Ex datis porro duobus tcrmlnis contiguis quibufvis

Pa" & Q^" ^ commode affignari poteft terminus raulto ma-

gis remotus Xz!^^ Ponatur enim

X=fP''+gPQ — /^ABe'' Qiionlam eft

P=A/ -h B^'' A/./ + B^. / atquc

X= A/f^^-{- B^^" ; erit ut fequitur

/f«=/A>^'^+/B^/"+ 2/ABe"

^PQj=-^A>/'V^B'^/" -i-^AB .

^/jAB e = — /.ABg"

Fiet ergo f+gp = -1
; f+ gq= -L & ^= i/+^*>

unde ^= ^^.^^^
,
&/= —

At eft B-A=
ttA 2B . — 2.4€ c «B 2^fi— —- ,• Ap— r>q— . hrgo /=

_ 2 B et A . , , r 4g <za) A
^ BB ccAB+CAA'

^'^eoq"^ BB cAB+ ^AA'
Eritque cr^o

^ __. C 2^g ctB)?'- + (2B— ctA)PQ
,

B B ctAB + QAA
Simili vero modo reperirur

^ _ ( a^A (oi,cc 2g)B)P*4-C2B ^A)Q^ 2 Bg'^

aCBB ctAB-tQAA) cc

'

His conjungendis per eliminationem termini Q " reperirur

jr (g^ — ^B) f' + 2B P ^ AQ^Q^~~ BB—^AB+QAA *

^^^^ 5-
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2 2p. SImili modo, fi ftatuantur termini fcquentes C

A+ Bz +Cz,' + +Pz!' + Qz"'^' + Rz!'^''-^ 4- —

erit

erit

^~ BH ctAB+CAA
At eft

z = «r — ex, ergo r= ^ + <^x
, ^^^^

porrQ cx r definiri poterunt fimiii modo coefficientes po-

teltatum z^ , cc z,^ ; hincque ipiarum z ,
" '

,

& ita porro.

EXEMPLUM.

Sit propofita ifta Series recurrens

cujus cum quilibet coefficiens fit fumma duorum prseceden-

tium , erit denominator fra6tionis banc Seriem produccntis

I — z — z z ; idcoque «= i ; € ==— i j & A= i i

B r= 3 j undc fit BB — ciy4B-hCyiA==^,cx quo

/n P'{-\/(sPP+2o( O")
orietur primum Q == ^ ^ ^

^= —^ =
^ ^ ^ T^f P 2o )

^
^j^. (^gj,yj„ fijperius valet , fi » fit nu-

raeruspar , inferius fi impar. Sic, fi = 4, ob P= 11, erit
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»• O = —-— =18. Si porro coefl

nciens teiinini^ lit A, crit A== ^— ^
; ergo

Potcftatis coefTiciens crit= ' ~ ^^= 7^.

Cum aurem fit Q = ^ + V C ^ ^ ^ ) ^^.^

3PP^I0+P,/C^pp_j.20) ^ PP^2+P\/C^PP^20)
2 ' ^ 2

Ex tcrmino ergo Seriei quocunque P , obtincntur hi

F-{-\/(^FP^2o) n+i « PP—2 + Pk/(S PP ±z 2o) 2 «

2 ' 2

230. Simili modo in Sericbus recurrentibus
, qiiarum qui-

libet terminus ex tribus antecedentibus detcrminatur , qiiivis

terminus ex duobus antecedentibus definiri potcft. Sit enim

Series hujufmodi recurrens

A{-Bci-Cz,^--hDz'-h +Pt'+ Qf^^ +R:^'"^^ + 8cc. ,

cnjus fcaia relationis fit «, — -f- ^cu qux oriatur ex

fr adione cujus denominator= i — ciz-\-Cz'' — Quod
fi jam termini P , Q^, R eodem modo per Fa<ftores hujus

denominatoris, qui fint (i

—

pz^ (i — ^z) (i— r^)

cxpriniantur , ut fit P = A/"+ B -f C r'i Q^Ap.p^ -f-

B^. ^"+Cr. &i^= A/.^/ -|-B^^/ + Qr\r' i ob

/ + ^4-^= «; pq + -\~^r= Z ^ pqr =z y ^ rcperie-

tur ha;c proportio

^ ^ —(o^^+3y)PQ> K-hicy+l^OPQ" .
« _

+ «y i^*J — 2^7 P'Q •
^

+ y y
/-J



^, —2aBl ^^ +(a.^ + C)Bn — («e y)B' Cap.

Pendet ergo inventio termini J? ex duobus prxcedentibus P
8c d a rerolutione sequationis cubica?.

231. His determinis generalibus Serierum recurrentium no-

tatis , fupereft ut earumdem Serierum fummas invcftlgemus.

Ac primo quidem manifeftum eft fummam Seriei recurrentis

In infinitum extenfaj a^qualem efTe fradioni ex qua oritur: cu-

jus fradionis cum denominator ex ipfa progrefTionis lege pa-

teat , reliquum eft ut numeratorcm definiamus. Sit itaque

propofita hdec Series

A+ Bz+Cz>' -h Dz' + + Fz' + Gz' + &c.,

cujus lex progreflionis prjebeat hunc denominatorem i—
Cjc* — yz^-i-J'z*. Sumamus fradionem fummae Seriei in in-

finitum aequalem efte= ^ + b z+ cz +
cum Series propofita oriri debeat , crit comparand©

4 = A
b = B ctA
c = C — ccB

d=D — <kC + GB — yA:

Hinc erit fumma qujefita

A + ( B <t A ) z + ( C — ciB+(iA)z^ +
I

—

ctz+/2z*— yz' + Jz*

CD ciC-\- BB y A
I ctz-t- (2z* yZ* + Jz^

232. Hinc facile intelligitur quemrdmodi'm Seriei recur-

rentis fumma ad datum tcrminum ul^ue mveniri dtbcat.

B b 1 Qu£B-
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Lib T. QiiiEratiir fcilicct Scrici mode afllimta? fumma ad terminumf——— ^

z.
, atque ponatui"

s:=A-hBz~hC^' -{-Dz' +Ez^ + + Pz""

,

c]uoniam hujus Scrici fumma in infinitum conftat , qUc^ratur

fumma tcrminoruni ultimum Pz" in infinitum fcquentium ,

qui fint

t=.Cl^"-^'-rRz' + ^ +Sz"'^^+Tz'"^'^ + &c. ,

hsoc Series per z'^"^^ divifa dat Seriem recurrenrcm propo-

fitx zequalem , cujus proptcrea fumma eric / =
dz'''^ ' 4- (R ~ uCj^ z"^ "^-h (S— ^R-hSQ)z"-^^ -i^

I— ctz + /3z^ — y^* + c^^*

(jT— ^S + QR~ yQ^Jz'"^"^.

Unde orietur fumma quciefita / =
-I- A -h (B — ^A^z-h(C— ^B4-3J^ z' -h

I ctz + /2z'' y Z^ -i~ <fZ*

(D — ctC -h SB yv^):^^ — Qj^""^'

I eiZ+/3z'' yZ^-^Jz'^

1— ctz+ lSz"-— yz' +c^z*

1 ccZ+ ZSz'' yz'+Jz*

23$. Quod fi ergo fcala relationis fuerit bimembrrs
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Serlei A + Bz+ Cz,' -h Dz.' + P?^", XI 11.

qiijB oritur ex fra(aione ^^"^ ^
tT'lJSzz

'

' ^^^^^ ^^^^

At eft,exnatura Serlei, R= «.Q^—• ^P,unde prodibit fumma

I— az dzz

EXEMPLUM.

Sit propofita Series i + 3 4- 4^* 4- 4- 4-

ubi eft «= I i /3=— r j A==i i B= ^ i erit hujus fumma

z z
Pofito vero a = i

,

erit fumma Seriei i4-3 + 44-74- n 4- 4-r=
P4-Q^— 3. Summa ergo termini ultimi & fequentis ter-

nario excedit fummam Seriei* Quia vero eft Q^=^
P-\-\/ (s PP :izi^o) ^^.^ fujxirna Seriei 14-34-4+7+1 14- +
P_ ^Isi^A+mZl^. Ex folo ergo termino ulti-

mo fumma poteft exhibcri.

Bb 3 CAPUT
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Lib. I.

D E MULTIPLICATION E

CAPUT XIV.

De mHltiplicatiom ac divijiom Angulorum.

234. ^ It Angulus , vcl Arcus , in Circulo cujus Radius

v3 = I , quicunquc =; ^ j ejus Sinus = x; Cofi-

nus = y •> & Tangens =/i eric xx \- -j^ =^ \ & / =
— . Cum igitur , uti fupra vidimus , tam Sinus quam Cofi-

nus Angulorum ^z; 42:; 5: t, ; &c. , conftituant Se-

ricm recurrentcm cujus fcala relationis eft ly ,
— i ; primum

Sinus horum Arcuum ica Tc habcbunt

:

Jt». oz = o

Jin. 2Z = 2 xy

Jin. 3^ = 4^jy^ — ^

fin.£ifZ = %xy^ /^xy

fin.'^z == i6xy* — izxy*^ + x
fm.Sz = 3 2^7* 32 v^' 4- exy
Jin.'jz = 6/^xy^ Soxy"^ + 24^^* x

iin,%z = \i%xy'^ — \^^xy^ + %oxy^ — o.^>

hinc conduditur fore

fin,HZ=x(^l y (;^— 2)2 ^ y ^ +
Cw—3y»—4) ? «— T («—4Xw— «—7 «—7 ,

I. 2 ^ ^ rr~i:—

^

(n g)» 7)( M— 8) n 9 « 9 «

I. 2. 3. 4 * y

23 J. Si ponamus Arcum nz=:s; erit fin.tf^— fin. s=
fin, (-ar — x ) = (2^+ /) =z fin.^r^ ss-— /) &c. , hi

enim
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enlm Sinus omnes funt inter fe scquales. Hinc obtinemus Cap.
plures vaiores pro at, qui erunt XIV.

fin. — : Im, i fin. j Itn. ; hn. —
; &c.

qui ergo omnes a?quationi inventae arque conveniunt. Tot
autem prodibiint diverfi pro x vaiores ,

quot numcrus n

continet unitates ,
qui propterea crunt radices ajquationis in-

ventae. Cavendum ergo eft , ne vaiores aequales pro iifdcm ha-

beantur , quod fiet dum alternaj tantum exprefTiones afTuman-

tur. Cognitis igitur radicibus icqiiationis a pofteriori, caruni

comparatio cum terminis jequationis notatu dignas pr^tbebit

proprietates. Quoniam autcm ad hoc a?quatio , in qua tan-

tum X tanquam incognita infit , requiritur, pro ^' fuus valor

V(i — xx^ fubftitui debet; unde duplex operatio inftitucn-

da erit
,

prout n fuerit vel numerus par vel impar.

235. Sit n numerus impar , quia Arcuum— z , + 52;,

4- 'yz, ; &c. , differentia eft isi , hujufque Cofinus= 1— -xxx^

erit progreflionis Sinuum fcala relationis ha?c 2— ^xx^ — i.

Hinc erit

fin.—i ==

—

X

fin. z = X

fin. ^z, = 3x —
fin. 5« = 5A: — aoJf* iSx^

fim. 7^ = 7X — 5 + \\^x^ — (?4x^

fim. ^z. = ffx — 1

2

oat' 4- 43 za;^ — Sy^x^ -f- 2^6x^

ergo

/. n(nn •—— I ) . , n( nn I ) f nn 9) r

fin.nz=- »x ^ x^ A ^ x —

-

1. 2. 3 I- 2. 3- 4' S

n{nn 1) (nn —• 9) (jjh 2O ^7 ,

I. 2. 3. 4. 5. 6. 7

fi quidcm » fueiit numerus impar. Hujufque jequationis radices

funt
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L runt >. ( (^ + ;

+ &c. , quarum numcrus eft

237. Hujus ergo arquationis

11 X . n(nn lYnn 9)x* ,

O 1 j: -f-
- "f

Jiii.nz 1. 2. Sjiii. )iz I. 2. 3. 4. ') jni.iiz —
H—I n

—-p —
5 ( ubi fienum fuperius valet fi n unitatc dcficiat a

multiple quaternarii , contra infcrius, ) Fa^tores funt ( i

—

-—-^ )

( I—
) ( I ) &c. , ex quibus con-

cluditur fore

n I + _i_ _ 4-

Jiff.(-^-i~z) y7».(^-h^^)

&c. , donee habcantur » termini. Turn vcro produdum omnium
n —— I

• — 2 I
ent + -7 =

Jm.z,.jin.{ —'\-z).fin.(^+z.).Jm.(^'^-\-z)Qcc.

feu fm.rtz = + 2" 'fm.z.fin. ( ^4-^ j-/^. ( ^ + * jx

— &c. . Et 5 quia terminus penultimus deeft, crit

EXEMPLUM I.

SI ergo fuerit n= 3 , prodlbunt ha: lequalitatcs

o fin.z. -\- fin. ( iio* + + ( 240° 4-'^ ) = fin.z

fin, (,60—

—

fi».{6o-tz)»
3
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^ I I I I Cap.

fi^zT^ jh^ fin. ( 126 + z) fin. ( 240 + a ) ftn.z
^

fin. {60 z) fin.i 60 + z)

fin.^z, — fin. z. fin. ( 120 240 + «)=
^fin.z. Jin.(^6o— z). fin. (^o+«).

Erit ergo , uti jam fupra notavimus,

fin. ( j= Jin.z+Jin.{6o—
3 cofcc. ^z= fo/ec.z-i- C0fec,(6o—&)— cofec. {60+ z^,

EXEMPLUM II.

Ponamus efle n= s , atquc prodibunt hse a^quatlones

:

2 4
o == /». « 4- /». ( — T + ^ ) 4- ( Y +

r |- X 4- 2s ) 4- /«. ( Y X + ^ )

ku o = fn. z + Jin. ( JT + ) -t- ( -^t— ^)

—

fn. ( -y -TT + Z ) fm.( ~ TT — z)

k\X o = fm. z + fm. ~- TT — ^ )—fm. ( 5r4-^)+

deinde erit

y{>?, 52: /«, z {} yr— z^ fm, ( i ^4-^)

+
/». ( f 5r 2^ fm. ( f 5r -t-

fm. ^ z = 16 fm. z. fm. { ^ tt — z\ ftn, ( 7t -^-zy.

fin. TT — z ). fm. ( ^ V -\r z )

Euleri Imroduci. in Anal, infn. farv. C c E X E M-
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Lib. I. „ T T TEXEMPLUM III.

Hoc modo , fi ponamus » = 2 i , crit

>. ( ^+^)+>.r5f —o — ^. (^f
+^)-~----±

n n

ubi figna fupcriora valent C\ m {\t numerus impar, infcrlora

fit par. Altera ^quatio erit ha^c.

•= A- +
Tm. n z fin. z r /-"^ \ r / \ ^ \

,
' Jin.( 2;) fm. { h^)

+ +

— • • • • db 4-

fm. ( + ^ ) >. ('•^— ( + O
<]us ad Cofecantes commode transfertur. Tcrtio habetur hoc

p; odudtum

:

fm. nz.^ 1^""
Jin. z.fm. ( —z).fn.(i ^+zyp.(^^z')x

/^.f^^ + c ).>.'(1^

—

z,)./In.C^^^ + zy X

Im. C )• { — + 7-

238. Sit nunc numerus par, & quoniam eft v'Ci —-xx)

& r^j/" 2s: = I — 2 ATA^j ira ut Scrici Sinuum fit fcala reia-

sionis, ut ante, 2 — 4^^, — i, eric

fm.
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Jin. o z = o

/iff. 2 Z = 2 X \/ (l X

fin. a, z — {^x— 8 x')v'(i

—

xx^
fin.6z=(6x— 3 2Ar' 4- 3 2 ;

— XX)

fin, % z ^ {%x— 8ox' + ip2x'— ii%x')^/(i— xx)

& generaliter

^ n(nH 4 ) , wCw^---4X«« I<5)^s
,

fin. nz = ( nx : x -i r—r rJ ' i. 2. 3 I. 2. 3- 4- f

4)(«« 36) ^7 . ,n 1 ^ ^)sJ{\ -xx)
I. 2. 3' 4. ^- 7 —

denotante n numerum queracunque parem.

239. Ad iequationem banc rationalem effidcndam fumantur

utrinque quadrata , ac prodibit hujufmodi icquatio

leu X X X -^^ ' (fin.nz). == o
2

cujus xquationis radices erunt tarn affirmativae quam negative j

Scilicet +fin.zi-\'fin.(^ — z.) fm. ( — + ^ ^ 'y

+ fin.{ — — z)i-\-fin. ( ^ + z) dec. Sumendo omnlno— •' n n

» hujufmodi cxprefliones. Cum igltur ultimus terminus fitpro-

dudum omnium harum radicum , extrahendo utrinque radicem

quadratam erit

fin. nz= + 2' ^fin.zfin.(^— z),fin.(^ z ) X

fin. ( ^ — z ) J ubi , qulbus cafibus utrumvis fignum

valeat , ex cafibus particularibus erit difpiciendum.

EXEMPLUM.
Subftituendo autem pro n fucceflive numeros 2 , 4, €y &c.

& eiigendo n Sinus diverfos erir.

C c a fin.

C
X
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Lib. 1. ^— /n. 2 2,= 2 Jifi. z.fm. — z )

fm. 4^= 8 fn. z. fi„. ( ^ — ).fw. { ^ +z).fm.( ^— z)
4 4

fin. 6 z.
-~

-^2 fin. z.fim. ( ^ z ')fin.( z )fitn. (— -—

fi». ( ?f +z).fin. i^f—z)

fm.Szr=^ ii^fin. zfin.(^ ~~^)fin.{^ + ^)fin, ( ^

240. Patet ergo fore gencratim

fin. n z = i" *
//k z.finA -— — %).fin,( —-\-z).fn.('^~zy<J J \ ' ^

Yi n

>• (-^+ ^)>.(3f
—

^)>.(f+ ^)....>. f-J-x— Z)

fi » fnerit niimerus par. Quod fi autem h^ec cum fupcriori

,

ubi n erat numcrus impar, comparetur tanta fimilitudo adcflfe

deprehenditur, ut utramque in unam redigcre liceat. Eric ergo,

live n fueric nuraerus par live impar

,

fm.n^^i' ^
fin. z.fin. (~ z)f^. ( ^

—

z)X

fin. { ^ + s)>.(iir_^;.>.(i5 + x^; &c.

donee tot habeantur Fa^cores, quot numerus n continet uni-

taces.

241. ExprelTioncs iftx, quibus Sinus Angulorum multlplo-

rum per Fa^lores exponuntur, non parum utilitatis affcrrcpof-

funt ad Logarithmos Sinuum Angulorum multiplorum invcnien-

dos , itemque ad plures exprelTiones Sinuum per Fa6tores , quales

fupra(§. 184) dedimus, repcriendas. Eric autem

fm.
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fm. z = 1 fm. C A p.

fin. 3 z. = ^ fm. z.fin. C -j-
— z)fin. ('— + z )

4 -c = 8 fi».Z.fin.{:^— z).fin.(^—'\-z:).pn.(^— z )
4* 4 4

5 z =zl6fi».z.fin.(^— zyfin.i^+zyfin.i^ ^—z^X

>. 6 z =^ifin.^.fi^.(~—z)fin.{^+z)fin.{^— z)X
6 o o

fin.{'^'¥^yfin.O^— z)

&C.

242. Cum deinde fit ^-^^= icof.^z . Cofinus Angu-
Jin.nz

lorum multiplorum fimili modo per Fadores exprimentur.

cef^ = I — «)

cofl 2Z = 2 //». ( —— z')./tn. ( ~
^ •'^4 4

<re/:3« = 4 /»•
(
f — (-f ^— *

)

& gtncraliter

C c 3 ^(b/T
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quoad tot habcantur Factorcs quot numcrus n continct uni-

tates.

243. Exdem exprellioncs prodlbunt cx confidcratione Co-
finuLiiTi Arcuum mukiplorum , fi cnim fuerit cof.z=^y, erit

ut fcquitur

eof.GZ == 1

cof, iz. = y
cof. 2 i = 2yy — I

cof.^z = ^y' — ^y
cof./\.z == 8jy* — ^yy -\- I

cof.')Z, = i6y^ — 2oy^ + ^y

cofez. == ^ly^ — 48>* + 187; — I

Cfif.yz = 6^y^ — 112;' + 567' — jj
& gencralirer.

(O/.TiZ =2=2 y 2 ^
y 4- ^

I I. 2

M T « 4 4) (n O « 7 ;z 5
2 y 2 y -f-

•' I. 2. 3

n{n 7) — 9 «— 8— 2 1 (XC. J
I. 2. 3. 4

^

cujus sequationis , cum fit cof. nz. = cof. ( i tt n z) =
cof. ( 2 T 2; j = cof. ( /^-r + n z) ^= cof 6 TT + K Z ) dec. ,

crunt radices Ipfius y hx: cof z
\ cof. {~'\-'^ \ cof.C—^rz^-y

cof(^'¥z'^ &q. , quarum formularum tot diverfx funt pro

y eligendac quot dantur i dantur autcm tot , quot n continec

unitates.

244. Pri-
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144. Primum igltur patet , ob terminum fccundum deficien-

tcm except© cafu «= i , fore fummam harum radicum om-
nium = o. Erit ergo

o =± c^/.z,^cof.C—-~^)-\- cof. ( +^) + (of.i 1^— 2;)+

fumcndo tot terminos quot n contlnet unitates : Ha»c autem

asqualltas fponte fe ofFert fi » fit numerus par, cum quivis

terminus ab alio fui negativo deftruatur. Contemplemur ergo

numeros impares , unitate exdufa , eritque , ob cqJ. v ==—
eof. ( TT— i> )

i

& generaliter , fi fuerk n numerus impar quicunque , erit

o= cof,z— cof.{ ^) cof.i^ +z^)-hcof(^-^:^)-h

cof.(^- +«; cof.{ll.—^)-~ cof,(^-^ + ^ ) +

^ ^ n ^ n ^

fumendo tot terminos , quot numerus » continet unitates :

oportet autcm n efle numerum imparem unitate majorem , uti

jam monuimus.
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Lib. L 245. Qiiod ad produdum ex omnibus attinct , vari2e qui-

dcm prodeunt cxprefTiones , prout ^! fuerit niimcrus vcl im-

par , vel impariter par, vel parircr par : omncs autera cornpre-

henduntur in exprelTione general! (§.242.) invcnta, li finguli

Sinus in Cofinus tranfmutentur : Erit fcilicct

cof. ^= I cofz

cqf.zz.=: 2 cof.(^^*\-z^.cof.{-^

€of.i^z= ^ co/.(^ -i- z). cof.
— z).co/.z

cof.^z= 8 fofi^+ z:).co/: (l^—z,).cof.{^ + z)x

c,f.^z==i6 c,/.C^ j^^ycof.i^— z ).cof.
{^-f

+ z,)>,

& generaliter

^ . n •— I .n—•I

71

71 3

n

n

n

n 7

71 I

n

71 3

71

71

}t

cof, (
^-

-ar 4- * ) &C. 5

fumtis tot Fadloribus
, quot numcrus n continet unitares.

245. Sit n numerus impar, atque a?quatio incipiatur ab

unitate , erit

o= I + —h &c. , ubi fignum fupcrius valet fi n fuerit
co\.nz

Humerus impar formse /^m + 1 » infcrius fi n = ^ — i.

Hinc erit
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+ -7^ =
COJ. z cof.z

I I

cof.z

I I

cof.z

1

— z

— z

TT

T
+ ^=-V = +

273-

& generalitcr , pofito »= 2 w + i , erit

n 2 m+i +
cofnz cof.(2m+i)z rr ^

'l \ >

I

CGJ. ( TT+Z) Cfff. ( TT Z)

+
COl. C r+ Z) Cof. ( TT z )

' &c.

CoJ. ( sr+ z)

fumendis tot terminis , quot » contlnet unltates.

247. Cu:n ergo fit •~r^=/ec.v,y hinc pro Secantibus in-

fignes proprietatcs deducuntur , erit ncmpc

fee. z = fec.z.

Sfec.sz =fic.(^+z)+fec.(^—z)'^fec.(^+ z)

^fec, ^z ^ fee. {""^^z) +fee.
(^f
— z) ^fec. (^+^)—

fec.( y— z)+fee.(^ +
Inirodu^i, in Anal wfin.farv, Dd ifi^*
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Llf;J^ 'jfec. = fee. ( -^^+ ^ ) +fec.{ — ) —fee- ( |" + ^)

& gencralitcr , pofito « 2 + i , crit

ar. « « = /J^-. ( —^ 4- ^ )+j^^"- (
—

'— -25- — z ) —
71 n

( TT-i-z,) fee. f Z3- — « )

fee. ( ^ ) -^-fc. ( 13- s ) —

/.r.('^=^^4-^) + ^.

248. Pro Cofecantibus autcm erit ex §. 237.

cojec. z = cofec.z

^co/ee.^z = cofec.z 4- cofee.{~^— z)— eoJee.( ^ -\-

3 3

$cofec. ^z ==i cofec.z 4- ^)— cofec.{^ -\-z^ —
cofec.{^ — O + ^^f'^'-(r~ )

jea/ec, jz = ^•^r. 4- co/ee.( — — <^of€e.{^- 4- •2^)—
7 /

cofec.(^— ^)+ cofec.i^ + z") -\-

cofecO——^^— cofee.{^ + z )

& generaliter , ponendo ;?= 2 w 4- 1 , crit

». cofec^.
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ff, cofec, nz. = cofic. z -f- cofec.{ ^— £)— cofec.(~~ + 2, )— X fV

cofeci^^— -H cofec. + ) +

+cofec,C~ ~'^)± cofec, C~ -^z^)

ubi figna fuperiora valent fi m fucrit numerus par, infcriorafi

m fit impar.

24P. Cum fit, uti fupra vidimus , cofnz.'\^^'^\.fm. nz.=t

( cof a + v' — i.fm. z > crit cof n ^ =
(cq^a+V^ l.fin.z) +(cof.z \/ l.fm.z)
>—=^ t-i i —

^
—^ • i

, Qcjm.nz=z

(coCz-^ V i.fm. z ) (cof. z \/ —— I. fm. z )—^ i i- ^ ^ , erit
2 v*
— I

(co/.z+ v' i.ftyi.z) — (cof.z^—sf— i.fiiuz)
tam.nz,=: ^—^— i— ^—^ 1 i—1

—

(co/^+v/- ^-fin.z) ^ i-{-(cof.z V l.fm.z) V ^

Ponamus z^/^?^. « = = ^ > erit tatig. n z 3=

^—^- ^
, unde oriun-

{i + ts/— i) V— — — O y/— I

tur Tangentes Angulorum multiplorum fequentes

tang, z = /

2 /
/,<?«^. 2Z

tang, ^z

tang. 42;

tang. 5*

I— tt

I— 3

4#— 4/»

I — 6 U -{-t*

I 10^ / + 5
^*

D d z &



212 DEMULTIPLICATIONE
Lib. I. & genera liter

„f
1 )0j- -)

^ 3 _{_
^(^- ^ )C"- 3 )r« -4) ^ 5

J— '^^^'2 // -h
"^"-'^^^-^^'^'^^ — &c.

I. 2 I. 2. 3. 4

Cum jam fit t/ix)g. »z= ta»^. (-zr + »^ )= tjng.{2T+ nz)~
(3 + j &c. , erunt valores ipfius /, feu radices aequa-

&c. , quarum numerus eft n.

250. Quod fi afquaiio ab unitatc incipiat, eric

nt n(n \)tt
,

n{n 0(n 2>'
, ^= 1 i 4- '

^ h &C..1.2 1.2.3 "2

Ex comparatlone ergo coefficientium cum radlcibus, erit

n. cot, nz.= cot. z+ cot.(- +z)-\-cot.(^ + *j + cot.(}^ -f«)+
^ n « M '

deinde crit fumma quadratorum harum Cotangentium om-

nium = —

—

. — n , fimilique modo ulteriores Potefta-
nz )

^

tes pofTunt dcfiniri. Ponendo autcmloco n numeros definitoSj

erit.

cot. z = cot. z

zcot.iz = cot.z -\- cot.( ~ + z)

3^^/. 3z = cot,z -f- — + (,~+z^
3 5

4f<?/. 4i = cot.z + cot.{^ + ^) -f- cot. ( ^ + «i ) -f-
4" 4

4*
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2 y I. Quia vcro eft cot. v=i^ cat. (^tt—- v ) , erit

cot. z = cot.z

icot. 2* = C9t.z — cot. (~~ 2.^
* 2

^

'^cot. $z = cot. a — f ( -21— ;c ) + ( + « )

4f-<7/. 4« = z — cot. — « ^ + f + a ) —
4 4

cot.(~ — 4)

5^:^/. 54 = cot.z — cot. — ^)4-<v/. (-21+ x;) —
S

f c^— ^ ) 4. (12: + ^;

& generaliter

ftxot. nm == f<7A « — cot.(^— « ) + r^/. C~ 4- z "> —
^ n ^ n '

c0t.(i^^-^z) + cot,C^ + *) —

donee tot habeantur termini , quot numcrus » continet uni-

tatcs.

252. Inclpiamus xquationem inventam a Poteftate fumma ,

ubi primum diftingendi funt cafus , quibus » eft vel numerus

par J vel impar. Sit n numerus impar , = 2 m + 1 erit

D d 3 t
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tang, z, = o

7,tt.tang. 3z 3 ^ + i^^g- ^z = o

^i^aa^g. 10/' -f- ioUJ/iKg.^z,-{-)t— tang,y^-=io

& generaliter

n n 1 —
t — nt tang.nz — tang, nz = o

iibi fignum fupcrius — valet, C\ m Gt numerus par, inferos

-i- C\ m fit numerus impar. Eric ergo cx coefficiente fecundi

termini

t^^g. z == tang, z

Itang. ^z = tang. « + tang. ( £-4-^)4- tang. (^ z)

pang. J* = tang.z + tang. ( ^ +z)+ tang. ( ^^-f-^:) +

t^^g'i
^-f
+ ^)+tang.{''-^-^z),

&c.

2)3. Cum Igitur fit tang.v^=.— tang, {tt — x' ) , An-
guli redo majores ad Angulos izQiO minorcs teducuntur , erii-

que

tang, z = tang.z

Stang.^z = tang.z — f^'^g' (
-

3

pang.^z == tang.z f^^g< - — ':i.)-\-tang.
(
^ + ;^ )

—
tang.C-^ -^z,^J^tang.C~-\-2.)

'Jt4ng.iz =: tang.z — tang.(^ f
— z)-^tang.i^-^ z^ —

tang.C-^ -^z)-it-tang.(^ -\-z^ - -

tang. ( ^
& genc-

214

Lib. I. / —
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& generalitcr , fi »= i w + i , erit Cap.

2J4. Turn vero produdum ex his Tangentibus omnibus

crit = n z , propterea quod per fignorum negativo-

rum numerum alrernatim parem & imparem , fupcrior figno-

rum ambiguitas tollitur. Sic erit

tang, z == tdng.z

tang.^z— tang.z.. tang, ( — £). tang.(^ +z)
3

tang, = tang.z. tang.
( ^

z). tang.^— + z).tang.(— - z)x

i^^g' C Y + ^

)

& generaliter , fi » = a w + i , erit

tang.HZ= tang.z, tang, ( — z ).tang,{ + —z)x

tang, ( ~ +z^.t4ng. ( — z") X

255. Sit jam numerus par , atque, incipiendoa Poteflatc

fumma, erit

// It. cot, iz — I == o

Hr ^t\cot.^z — (>tt — 4/. 4« +1=0
&

XIV.
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L I B. I. & generaliter , fi «= 2 m, eric

? -f- »t' ^ cot. nz— -|- 1 = o

ubi figniim fuperius —• valet fi m fit numcriis impar, infcriiis

-j- li w fit par. Comparando ergo radices cum coclHcientc fc-

ciindi termini, eric

— 2 cot, iz= tang, z + tang. { ~ -\-z)

— 4 cot. 4c = tang, z + tang. ( — 4- - ) + ( V+ ^ ) +
4 4

4

— 6 cot, 6z— tang, z + tang. ( ^+ 2: ) 4-/4/?^. ( ~+ +

6

z 5^. Cum fit tang, i;= — ( ^— 1; ) , fequcntes

formabuntur a?quationes

a 3-21=— tang.z+ z-^^^-C—— 2.

)

4 cot. 4« =:— + tang.{ — z^— tang. (— + ^ ) +
4 4

^ tot, 5«=— + tAng.{ — 2: )— tang. (^+2^)4-

-_;^;,^.( .^-

5c

tang.Cf— z,) —tang.C-}-^z^-ir
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& generaliter , fi ;^= 2 w , erit Cap.
XIV.

fj.cfit, fiz==.— taff^.z + faffg. ( —— t4»g. ( — 4-^) +

^'^^^^ — ^)— ^^^i- (^+ +

+ f'^^^' ( * >

257. Per has formas iterum ambiguitas produdli ex omni-

bus radicibus deftruitur ; eritque idcirco

I= ta^g. z, tang, ( z )

I= tang. z. tang. C ^.tang.{ ~+ ).fang. ( ^^ ^ )

I= tangrz. tang. ( ^— z ).tang. (^^^z). tang, ( —

^

tang. {-^-^z. ytang. 2; ).

&c.

Harum vero ajquationum ratio ftatim fponte in oculos incur-

rit J cum perpetuo bini Anguli reperiantur , quorum alter eft

alterius complementum ad redum. Hujufmodi ergo binorum

Angulorum Tangentes produdlum dant = i ; ideoque om-
nium produdum unitati debet eflfe aequale.

258- Quoniam Sinus & Cofinus Angulorum progrellio-

nem arithmeticam conftituentium Seriem recurrentem prsebent,

per Caput pr^eccdens fumma hujufmodi Sinuum & Cofinuum
quotcunque exhiberi poterit. Sint Anguli in arithmetica pro-

gre^^lone

a J a-^- b y a \- lh J a '>,b J a •\' /\b , a-^ <) b j &c.

& quseratur primo fumma Sinuum horum Angulorum in infini-

tum progrcdientium ; ponatiir ergo

Euleri Indrodhci. in Anal, infn.parv, E e /=
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Lib. I.
s=fm.a+Jin.(a+b)+/in.(a-{-2h)-i'Jjn.(a-{-3h)-{-Sic.

& quia h^c Series" cH: rccurrens , cujiis fcala relationis cfl

zcof.hy — I , orietur h^c Series cx evolutionc fradionls , cu-

jus denominator eft i — iz. cofb -\-zz.^ poiico z= i. Ipfa

vero fraiftio ent —

—

-— — —^^^quarej

haoZ.=. J, Crk .
— 2/Jr:.a_^ ^

2 2 COJ. b

2(l co^.h) ^ J \ J

Cum autem fit fm.f—fin. g-= i cofJ'^^ . fin. — erit

fin. a.
—fin.{a— b)= icof.(j. ^ b^fin.— b:Sc i— eof.h^=.

2 C Cm. — ^ ) 5 undc ent / = J——^——— .

2^ p. Mine kaque fumma quotcunquc Sinuum
, quorum

Arcus in arithmetica progrcflionc incedunt , aflignari poterit

;

qu*eratur nempe fumma hujus progreflionis

Jin. a 4-fin.(a+b) +Jm. (a+ 2b ) fm.^a+^b) + +fm.{a-\-nb).

Qilia fumma hujus progreflionis in infinitum contlnuat^ eft

cof.(^ d
^ confidcrcntur termini ultimum fequentes in in-

2fm. [ b

finitum hi

fn.(a+C7i+i)b) +fiyt.(a+(n+2)b) +fin. ( ^ + ("+ 3)0 + &c.

quia horum Sinuum fumma eft — ^^f^-^'^'^^^'^ -z^^^ . j^^^^
^ 2 Ji». 4: ^

a priori ftibtrahatur, remanebit fumma quxfita. Scilicet, fi fucrit

S7=fm.a+fm.( a + h) +fin. {a+ 2b) + -{-fm.(a-{-nb),

erit s= cof (ja — ^b^ — cof {a-h jn + L^b-, ^
2 fm. i b

fin. {a -\-~?jb')fn.~{n-\- i)b

>7p z^o. Pari
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i6o. Pari modo , fi confideretur fumma Cofinuuin, atque ^

ponatur ^
s= cof.a-^- cof. a '{-b)-\-cof. ( a-^' 2b) cof.i '^b) '\- &c.

in infinitum, erit/ == — . \ cl ,
—

> pofito
I 2Z. coj. b-^ZZ ^

z= i. Quare , ob 2cof.a.cof.b= co/.C^ a— If )+cof.(a+if) , fiet

2(1 coj.b) ^ ^ ^ •' 2

pn, ^-^> unde erit^rtf/T^

—

cof.{a— ^)=— ifm.ia ^ ^ )X

^» & ob I— cof.b =^ 1 (^fm.~ , erlt s=^—
Quare , cum fimili modo fit huius Seriei

cofia+ (n+i)b) + cof.(a+ (n+2-)b)+ cof.( a+ (n+ 3) b)+ &c.

fumma fit =— fi^-i'*

+

h ^ .^j^ fubtra-
2 Jm.{b

hatur, relinquetur fumma hujus Seriei

s= cof.a'^cof.{a+b)+co[.(ia+2b)+cof.(ia-{-3b)-{' •{cof.(ia-\-nb):

eritque , = - ^) +>- (^+ (^+ ^ ) O _
f^/(^4- ^nb ^fm:^ (n+i^b

fm.{b

2 6i. Plurimae alia: qua?ftiones circa Sinus & Tangentes ex

principiis allatis refolvi poffent ; cujufmodi funt, fi quadrata,

altiorefve Poreftates Sinuum , Tangcntiumve fummari debe-

rent , verum quia h^c cx reliquis a^quationum fuperiorum cocf-

ficientibus fimiliter derivantur , iis hie diutius non immoror.

Quod autem ad has poftremas fummationes attinet , notan-

dum eft quamcunque Sinuum Cofinuumque Potcftatem per

fingulos Sinus Cofinusve explicari polfe, quod, ut clarius per-

ipiciatur, breviter exponamus.

E e 2 252. Ad
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Lib. I. 2<?i. Ad hoc cxpcdicndum juvabit cx pra^ccdcntibus hxc

Lemmata dcpromfiflc

zfui.a.fni.z == cnf.(a z) <^of.(n -^z)
Zcoj'.a.fni.z =Jhi.(ti -{- z) J>n.(a z)

2fin.a cofz == fii.Oi -\~ z) -\- fin. {a z)

2cof.a.cof.z =cof.(a z) + coJ'.(a + z)

Hinc igitur primum Potcflatcs Siniium repcriuntuc

. fiu.z = fiii.z

2(fiii.z)'' = I C0f.2Z

4.{fi)i.zy = ^fiu.z fiii.^z

H(fiyi-z)'^ == 3 /^cof.2z + cof4z

i6(fi}izy = lofifi.z <ifm.lz+fin.<)Z

2,2(jhi.zy == lo I scof.2z+ 6cof.4.z cof.6z

C^{fm.zy = ^Sf'^i-Z 2lfuL^z+ 7ftn.<)Z fm.'JZ

12%{fiH.z)* = 3^ ^6cof.2z+ 2%cof.^ %coj: 6z + cof. %z

2,)6ifi)i.z/ = l26fi)LZ ^^.fiii.^z 4- S^fin.^z 9fi>i.7Z + fin.^z

&c.

Lex, qua hi cocfficientcs progrcdiuntur, cx unciis BInomii clc-

vati intclligitur , nifi quod numerus ablolutus in Potcftatibus

paribus femiflis tantum fit ejus , qucm uncia? praebcnt.

253. Pari mode Poteftates Cofinuum definientur

cof.z = cof.z

2(cof.z)* = I 4- cof.2z

4(cof.z)^ = scof.z-i- cof.^z

8(ay:3)* == 3 + d.cof.2z cof.4.z

\6(coj'.zy == iQcof.z-\- ')Coj'.T,Z'\- cof. Sz

^2lco[.zy = ro 4; I Scof.2z+ 6cof.>^z + cof.6z

HI <:oJ'-zy =^ 3 S cofiz+ 2 1 cof. 35+ jcof <; z + (^of.Jz

Sec.

Hlc rat ion e Icgis progrefllonis cadem funt raonenda qux circa

Sinus notavimus.

CAPUT
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Cap.
XV.

CAPUT XV.

De Seriebus ex evolutiom Fa^orum ortis.

254. O It propofitum produdum ex Fadtoribus, numero five

»3 finitis five infinitis* conftans hujufmodi

(I +«2)(i + GO(i + yOCi + AXi+^0(i+|0&c.,

quod J fi per multiplicationem adlualem evolvatur, dec

atque manifeftum eft coefficientes A, C, D , £, &c.

,

ita formari ex numeris y, c/^, | , &c. , ut fit

A = «+€4-y+c'^+e+J+ &:c. = fumni.qe fingulorurn

B = fumma? Fadorum ex binis diverfis

C = fummjE Faiflorum ex ternis diverfis

D = fumma? Fadtorum ex quaternis diverfis

E = (ummx Fadlorum ex quinis diverfis

&c.

donee perveniatur ad produdum ex omnibus.

255. Quod fi ergo ponatur z == 1 , produdum hoc

Ci+«)Ci+e)Ci + y)(i+^) ( I4-0&C.

ajquabitur unitati cum Serie numerorum omnium , qui ex his

«> y, f , &c., vel fumendis fins;ulis, vel duobus pluri-

bufve diverfis in fe multiplicandis , nafcuntur. Atque fi idem

numerus duobus pluribufve modis refiiltare queat , etiam idem

bis pluriefve in hac numerorum Serie occurret.

166. Si ponatur x = — i , produdum hoc

E e 3 (I —
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(I— «)(!— y)(i— ^) (I — O &c.

jequabltur unltati cum Serie numcrorum omnium , qui ex his

<t, yi &c. vel fumendis fingulis, vel duobus plu-

ribufve diverfisin fe multiplicandis , nafcuntur; ut ante quidem,

verum hoc difcrimine , ut ii numeri, qui vel ex fingulis, vel ter-

nis, vel quinis, vel numero imparibus nafcuntur, fint ncgati-

vi , lUi vero , qui vel ex binis , vel quaternis , vel fenis vel

numero paribus refultant , fint affirraativi.

257. Scribantur pro Cyy <f^j &c. , numeri primi omnes

2} 3> 5) 7> iij i3>
,
atque hoc produdlum

(i + 2)(i4-3)(i + 5)Ci + 7)(i + iO(i + i3) &c. = P

aequabitur unltati, cum Serie omnium numerorum vel primo-

rum ipforum , vel ex primis diverfis per multiplicationem or-

torura. Erit ergo

P = i-{-24-3-f.j-}-5-i-74-io-hii+i3+i4+i5+i7+ 5cc. ,

in qua Serie omnes occurrunt numeri naturalcs , exceptis Po-

teftatibus , iifque qui per quamvis Poteftatem funt divifibiies.

Dcfunt fcilicet numeri 4, 8> 9, 12, 16, 18 Sec. , quoniam

funt vel Poteftates, ut 4 , 8 , s>> 16 , Sec, vel per Poteftates

divifibiles ut 12 , 18 , &c.

258. Simili modo res fe habebit, fi pro C, y , al^, &c..

Poteftates qusecunque numerorum primorum fubftituantur. Sci-

licet fi ponamus

P=:(i4-—Xi+~Xi+—Xi+-^Xi+— ) &c.,
2 3 T 7 II

crit enim multiplicationc inftituta :

' ?z ' « * n M n n «
2 3 5 5 7 10 II

3cc.

in
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in quibus fradionibus omnes occurrunt nnmeri prajter illos qui C
vel ipfi funt Poteftatcs, vel per Porcftatem quampiam divi- X
fibiles. Cum enim omnes numcri integri fint vcl primi vel

—
ex primis per multiplicationem compofiti , hie ii tantum Hu-

meri excludentur , in quorum formationcm idem numerus pri-

mus bis vel pluries ingreditur.

269' Si numeri ^jCy,*/*, &c. , negative capiantur , ut

ante (255.) fecimus, atque ponatur

P= (i L)(i L)(i Lvi ^-Yi
2 3 5 7 II

&c., erit

P= i
L_^_^+ J_ L+. J- L_
^" { 6" 7" lo" ii"

-i- + J. _ &c.

.

13 15

ubi iterum , ut ante , omnes occurrunt numeri pra?ter Potef-

tates ac divifibiles per Poteftates. Verum ipfi numeri primi,

& qui ex ternis , quinis , numerove imparibus conftant , (ig-

num habent prxfixum — , qui autem ex binis , vcl quater-

nis, vel fenis , vel numero paribus formantur, fignum ha-

bent 4-. Sic in hac Serie occurret terminus —,quia eft 30=

2 . 3 J J neque adeo Poteftatem compledlitur , habebit vero

hie terminus fignum — , quia 30 eftprodu<5lum ex tribus

numeris primis.

270. Confidcrcmus jam hanc expreflionem

I

(i — «a;Ci y^) (i — {"i- e^)

quae per divifionem adtualem cvoluta praebeat hanc Seriem:

1 +
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atque manifeftum eft cocfficientes A, C, E, &c.

,

fequenti modo ex numeris y> J", s, Sec, componij ut fit

yi = fummc^ fingulorum

B — fiimmae Fa6torum ex binis
"1

C = fumm^e Fa6torum ex term's I non exclufis Fadlori-

D = fumms Fadlorum ex quaternis i bus iifdcm.

&c. J

a 71. Pofito ergo z •= i , ifta expreflio

I

(l — y)( I ejT^

jcquabitur unitati cum Serie numerorum omnium , qui ex his

a,Qj7> £?i> Sec, vel fumendis fingulis , vel duobus

pluribufve in fe multiplicandis , oriuntur, non exclufis a^qualibus.

Hoc ergo differt ifta numerorum Series ab ilia, quse (§.265.)

prodiit , quod ibi Fadtores tantum diverfi fumi debebant , hie

autem idem Fadlor bis pluriefve occurrere polTit. Hie fci-

licet omnes numeri occurrunt, qui per multiplicationem ex his

ccy Qi yt i^, &c. J provenire pofifunt.

272. Hanc ob rem Series Temper ex terminorum numero

infinito conftat , five Faitorum numerus fuerit infinitus , five

finitus. Sic crit

' + + — + &C.,

J L ^ 4 S 16 32

2

ubi omnes numeri adfunt , qui ex binario folo per multipli-

cationem oriuntur > feu omnes binarii Poreftates. Dcinde erit

8 ^ 9 ^ 12 ^ 15 ^ 18

ubi
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ubi alii Humeri non occurrunr , nifi qui ex his duobus 2 & 3 Cap.
per multiplicationem originem trahunt j feu qui alios Divifores X V.

praeter 2 & 3 non habent,

273. Si igitur pro «, y,6^, &c. , unitas per fingulos om-

nes numeros primos fcribatur , ac ponatur

P= !
;

fiet

P=^+ ^+ i. + + ^+ ^ + 4- +
— + &c.,

ubi omnes numeri tarn primi , quam qui ex primis per multi-

plicationem nafcuntur , occurrunt. Cum autem omnes numeri

vel fint ipfi primi , velex primis per multiplicationem oriundij

manifeftum eft, hie omnes omnino numeros integros in deno-

minatoribus adelTe debere.

274. Idem evcnit , fi numerorum primorum Poteftates

qu^cunque accipiantur : li enim ponatur

P= ?

( , Lx, L)(;, L)(-i L Yi L)&c.,

a 3 f 7 II

fiet

f= , +^ + JL + -L +JL+ -L +
' «' «' «' »* «* »*

a 3 4 S « 7 8

dec. ,

ubi omnes numeri naturales nullo excepto occurrunt. Quod
fi autem in Fa(ftoribus ubique fignum + ftatuatur , uc fit

p= —1

2 3 T 7 II

erit

Euleri ImroduSI. in Anal, tnfn.parv» F f P=



22^ D E S E lil E B U S E X

L r B. I. p I I I I I _i
~~~~~~ « n n n n n «

2 3 4 5^78
-i- + -i &c. ,

ubi numerl primi habcnt fignum—
; qui funt produdi ex duobiis

primis, five iifdcmfivc diverfis, fignum habent -j-; & gcneratim,

quorum numerorum numerus Fa(5torum primorum eft par , fignum

habciit + 3 qui autem ex Fadoribus primis numcro imparibus

conftant, habent fignum — . Sic terminus —^^,ob24o==
240'

2. 2. 2. I. 3. ^, habebit fignum -f-j cujus legis ratio percipitur

ex §. 270, fi ponatur z=— i.

275. Si hacc cum fijperioribus conferantur, nafcentur binae

Series quarum produ(5tum unitaci a^quatur. Sit enim

p= i_
^,Xi '-X' 7,X. ij)

2 3 t 7 II

&
J_)(i__Lxi ^,Xi -JO- -^.) &c.2357 M

erit

p + + -7. + + -»+-„ + ^- + -„ +
2 3 4 5^78

&C,5

^ I I 1,1 1,1 I= 1
i i 6cc.

n n n n n it «
2 3 5 ^ 7 10 11

(2 5p )j atque manifeftum eft fore PQ^— i-

275.. Sin autcm ponatur

,P== . I

( I + I xi + -„)(! + -j( I + &c..33 5 7 II

&
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0^-^(1+ -l-pCi-r ^JCi+ -^Xi-h ) ^c, 5^/-
a 3 5 7 II

erit

P=,_ i i-+ i— i-+ i— i — i-+
^" 3" 4" l" «" 7"

8"

— + &c.

^+ ^+ -»+
a 3 f 6 7 10 II

&c.

fimilique moao habcbitur PQj= i. Cognlta ergo alterius

Seriei fumma, fimul alterius innotcfcet.

277. VicifTim porro ex togniiis fummis harum Senerum,

aflignari poterunt valores Fadorum «ifinitori.m. Sit nimirum

a 3 4 5 <^ 7

A^=i + ~ + ~ + — — + — + — + &c.,

a 3 4 f 6 7
critque

(i— — Xi Xi -Xi— — - ) Sic.

a 3 5 7 II

2V=
(i— JL)(i Lvi Lvj L )(i &c.
^ 2;/^ ^n^^ %n^^ zn

2 3 ^. 7 II

Hinc per diviHonem nafcitur

f==(!+ -\,Xi + ^Xi+ ^Xi+ &c.

2 3 5 7 II

F f i deniquc
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Lib. T. denique vero erit

- _ —— * •
'

• . • occ*
Aj w n It n n

2 1 3 1 5 1 7 1 II 1

Excognitis ergo M Sc N, pr^eter valores horum produdorum,

fummae harum Serierum habebuntur

= 1 ^ 1- + ^ + —
a 3 5 s 7 10 II

&c.

1 I L. 4. J i_ + _i_
21 3 5 ^ 7 10

-5 &c.
II

+ — + — +
2 3 S ^ 7 10 II

&C.
r

.
I I J I ,

M j« n » n ^.

i +. ^ — &C. ,
K n

9 10

ex quarum coroblnatione multae aliae deduci pofTunt.

EXEMPLUM I.

Sit ?t = I , & , quoniam fupra demonftravimus efle >

I —^= :v+ 4- + ^4-^+^ + ^+ &c., erit, po-

lito x= I, /-^=/^= i +— + — 4-— + —+&C

At Logarithmus numeri infinite magni 00 ipfe eft infinite mag-

nus, ex quo erit
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2 3 4 5 ^ 7* Av.

Hinc ob = 00 = o , fiet

o= I — — + +
2 3 S 6 7 ' 10 II 13^

Turn vero in produdis habebitur

M=t=oo= - 1

(I— ^Xi—^Xi—f Xi~~Xi— 77)&c,

unde fit

L.l,.ii.ii.£2.i|. &e.,
I 2 4 6 10 12 I^ 18

&
^ 2 _4 A£2£^i^ii
° 2 * T '

5
' 7 * II * 13 ' 17 19

*

Delnde per fummationem Serierum fupra traditam erlt

^=' + ?+ T' + 7 + ^'+f^ + Y' + ==

^5 hinc obtincntur iftae fumma? Serierum
6

^ _I_ I I_
2. I L — I

TTTT
^ 2* 3* ^^"^ 6* 7 10* II"

&c.

23 ^ 5 7 10 II

&c.

^ _]_ , J L4--L L _i -i«

2 3"^4 5 6 7 8^
I

I
I I «

9 10 II

Denique pro Faitoribus orietur

Ff 7F 'Tf

6
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TTTT 3*

6 2*— •

-I 3*— 1
* 5* 1

* 7^—-I II* I

feu

"TTTT

5
4

3

9

8

25;
• 24'

49 121 169 c,^

48 120 l6S

&,ob 00 feu J^L= J habebitur

00 = J_
^

2 3

• —

—

_8. 12 14.18 20

7 II 13 17 19

ieu

o = 2
•

3

_3_

4

%
' 6

',
^.U.ll.I|.i2.&c.,
8 12 14 18 20

©0 = •

I

1.
2

6

4

atque

8 12 14 18 20 „— • — • — • • „ •

6 10 12 16 18

feu

r

3

I

2

2
• «

3

3 ± £ 8 9.

4 6 7 9 10

quirum fradionum ( excepta prima ) numeratores unltate dc-

ficiunt a denominatoribus , fummae autem ex numeraroribus &
denominatoribus cujufque fra(5lionis conftanter prxbent nume-

ros primos, 3 , 5 , 7, 1 1 , 13 , 17 > 19 , &c.

EXEMPLUM II.

Sit » = 2 , eritque ex fuperioribus

+ i, + i + |. + ^ + ^ + &c. =^
. + i 4- i + ^ +

f,
+ + ,4 + &c.=

f*

Hinc primo iftae Series fummantur
6
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-l=:i_J- L__Jf 4.i__i4,_i I Chpj
T5r a* 3* 5* 5* 7*^ 10* II* XV.

Sec.

90 . I f Li I L_L J. ^ ^

a* 3* 5* 6* 7+ 10-^ II*

&c.

^* i -r -t- ^. t- ^» -t- f ^» -t- -r -r

IS 2" 3**^4* 5*^ 6' 7* 8'

Delnde valores fcquentiura produdorum innotefcunt

&c.
?-* 3' ^ 7* II*

6^ 2*— I 3*— I y*-— I
' 7' 1

' II* 1

'sr^ 2* 3+ 5^ 7^ 1

1

90 2* 1
* 3+ 1

• 5+ 1
• 7* 1

'
II*- 1

LL —^ 33-1 5*+i 7*+i ii^+i c,^

7r7r~~ 2* • 3*~ • • 7^ • ~ir~ •

feu

~ ___ 4 _9_ 2^ 49 I2T £f9
15 5 10 '

2(J * 50 ' 122 ' 170
'

&
^ — 2'+ I 3^+1 5*4-1 7*+i lil+i o,^

2 2^— I 3 — I 5 —I 7 — I II —

X

five

a 3 4
'

1 2 24 ' 50 *
84

'

vel

X X 13 2^ 61 SS

2 4 12
' 24 '

<5o ' 84
*

in his fraction ibus numeratores unftate fuperant denominatores

fimul vcro fumti pra:bcnt quadrata numerorum primorum 3

EXEM*

2

5
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EXEMPLUM III.

Quia ex fuperioribus valores ipfius A/ tantiim fi « fit nu-

merus par , ailignare licet , ponamiis » = 4 , eritque

^='+ ^ + •? + 4* + + + = 13-

2^=1+^+ p + ? + T' + i^ + ^^- = 97ro

Hinc primse fequentes Series fummantur

90 J I i.!J_ Li I L
a* 3* 5* 6* 10* II*

&C.

94TO I L L 4- -L L-lJ I

a* 3' 5' 6« 7* ^ io« rp"

&c.

— ' + 2* + 3" ^ 5" ^ 6" ^ 7* ^ lo* ^ II*

&C.

loy ^ 2* 3*^ 4* 5*^6* 7* 8*^

^ &c..

Deinde etiam valores fequentium produdorum obtinentur

90 2*— I y— I 5*— I 7 — 1 li —"I

V 3- I- 7'
.

94^0 2*— I 3* 1 1 7*— I II 1

JO<i 2^+1 3*-H 7^+1 I I'^+r

sr* 3* • 5'' * 7* '

*

&
7 2^ + 1 3*+ I 5^+1 7^+ 1 ill±_i
6 ~ 2-^— I

• 3*— I
• 5*— I

* 7*— I
• II*— I

feu

41 321 71^
34 40 ' 312 * 1200 " 7320 *

*'
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in his Fadoribus numeratores unitate fuperant dcnominatores, c
fimul vero fumti prsebent bi-quadraianumcrorum primorum im- X
parium 3 , 5; , 7,11, Sec.

zyS. Quoniam hie fummam Seriei

a 3 4 r «

ad Fadores reduximus, ad Lcgarithmos commode progrcdi

licebir. Nam , cum fit

C«—^Xi--^(i~ -„Xx- -„)&c.,
a 3 r 7 II

erit

/A/=^/Ci — -L)— /(i— X)~./Ci— i^) «

7

Hinc J fumendis Logarithmis hyperbolicis , crit

/ = ^ w ' » ' « ' « * a '

a 3 5 7 II

3 s 7 n

^ 3 3^ r 7 "

+ + -^+-^4- — +&c.

)

a"^" 3^ 5^*" 7^ u'*"

&c.

Quod fi infupcr ponamus

^\Atx\lmrociH^.mAnal,wJn.^Arv, Gg ^i=s
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zn in zn zn zn
a - 3 4 f «

ur fit

a- —r«Xi-"f«Xi-T«Xi

—

a 3 T 7 II

fiet, Logarlthmis hyperbolicis fumendis

,

IJS= ' ^ 2« zn in zn * ?« '
^

2 3 5 7 II

* 2^ 3 5 7 II

^2 3 5 7 II

^ 2 3 5 7 II

&c.

Ex his conjundls fiet IM— IN=

2 3 5 7 II

4.JL/'JL-+-i-. + + -L- + -I- +&C. )
3 a'" 3 5 7 II

^
5 ^ ^^'^ 11^"

+ + ^4--I- 4-— H&c. )^ 7 ^ 7M ' 7« • 7» 7« 7«
'

7 3 5' 7' 11'

&c.
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27^. Si »= I erit M= i + + ~ + + &c.

= .'00, & ^= hincque erit /•/«>—^ =

+ ^^T + f + f +7^ Tr + ^^-)

+ f + + ^ -h + + &c. )

Vcrum hae Series , praeter primam , non folum fummas ha-

bcnt finitas , fed etiam cundtje fimul fumta: fummam efficiunt

finitaoi 5 camquc fads parvam : unde neceffe eft ut Serici primae

+ —~ +
"t""^]^"^

* fumma fit infinite mag-

na , quantitate fcilicet fatis parva deficiet a Logarithmo hyper*

bolico Scriei i + — + -i-4-—-+ -7-+— + dec*
a 3 4 5 o

280. Sit .7= 2j erit Af= ^ & N= undefit

%h—l6=. , (
i, + 1, + 2. + i, + + &c.)

+ ^(^1+ i +
f-.
+ ^ + ^. + &c.)

&c.

G g i
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I.

+ J (^ + -po + ^. 4- :p-o + —To + &c. )

&c.

28i.-Qjanquam lex, qua niimen prlmi progredluntur , non
conftat , ramen harum Serieriim altiorum Poteftatum fummae

non difficulter proxime aflSgnari poterunt. Sit enim hxc Series

' W W w « w «2345^7
&

M M « M n n
a 3 y 7 11 13

erit

S^M—i 1 ! L L__L _&c.,
« Jt n n n

4- ^ 8 9 10

& ob

-^=-i + -^+-^ + -^-4--^+-^ + &C.,
» n n ' n ' w ' « ' « ' '

a Q, 4 5 8 10 12

erit

*=M— ^~^+-L 1 L — i— &c.,-
w ' « « « a '

feu
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i_N _L__ L — I Cap.
»^ n n n n XV.

2 9 15 21' 25

27
& ob

2 3 -3 9 IS 21

erit

oci — — _L^-f-l- — -I .

n ^ n n n
2 ^62^

Hinc , ob datam fummam M , valor Ipfius 5^ commode in-

venitur, quidcm » fucrit numcrus mcdiocritcr magnus.

28 i. Inventis autem fummis akiorum Poteftatum , etiam

fummae Poteftatum minorum cx formulis inventis exhiberi pot*

funt. Atquc hac methodo fequentes prodierunt fummje Se-

riei

~ + — + -^4- — + — + — + &c.,«' «' k' k' k* m' '

2 3 S 7 II 13 17"

erit fumma Seriei

05 452247420041222
o , 076PP3 15^754252
o, 01707008685053P
o, 0040^140536^5515
o, 000993^03573533
o, 000245025470033
o, oooo5iZ4435?5725

Oj 0000 152820152 ip
Oj 000003817278702
Gg 3 fi

fl fit

2 >

7t = 5;

» ^= 8i

n = lOi

12 ;

» =
n = I5i

» .= 18,-
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yi 2 O >

o OOOOOOOS^2 I T 2 2

o . OOOOOO'?. 2 8/l'\OzlA/jW Vfc^ W W V-/ ^ it ^ ) *+

ff- o
J

t\ r\ r\ ^ r\ r\ f'\ ^ c\SL i Q/i

J2 —

•

1/^

:

r\U »
riPiOOArtO T A i'id T C C CK}\J<}\J\J\J^ 1 ^ ) I J

* O J O }
C ^ ^ ^VJOOUUUUU^ I } J J J

n = 00000000093 1523

n = o» 00000000023 i83o

n = 34^ 000000000058207
n = 36J 0000000000 1451 5

1

reliquie fummze parium Poteftatum in racione quadrupla de-

crefcunt.

28^. Hjbc autem Serlei i 4- H ^—h— 4- &c.

,

K K M
2 3 4

in produ(5lum infinitum converfio etiam dire(5le inftitui poteft

hoc modo : fit

^==1+-^+— + -^ + \ + •^+~ + —„ +
2" 3" 4" 5" ^ 7" 8"

^c, fubtrahc

-i-y^= ~+~ + — + ~+&c.,
n n * n n n '

z 246s
erit

(I— + ^ + >L 4. -I_ + _L. 4, 2.4.5CC.V* n-' n n n w' h
2 3 5 7 9 II

= 5 : fic fublati funt omnes termini per 2 divifibiies,

fubtr. — B= -i- + -L4-_i^4-J_ + &c.

,

« « « « «
3 3 9 i^ 21

erit

3 5 7 II 13

fic infuper fublati funt omnes termini per 3 divifibiies

,

fubtr.
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fubtr. ~ C =^ ^4.J_4.-i-+_l.^ &c., £ v'-H n 7z n n * ' Av.
5 5 25 35 ^5

erit

(I ~) C-^ I + -I- 4- -L 4. 1-4, J_ 4. &c. ,

5 7 II 13 17

fic fublati etiam funt omnes termini per 5 divifibiles. Pari

modo toUuntur termini ' divifibiles per 7 , 11, rcliquofque nu-

meros primes ; manifeftum autem eft fublatis omnibus rermi-

nis , qui per numeros primes divifibiles fint , folam unitatem

rclinqui. Quare pro B ^ C y D , E» &c. , valoribus reftitu-

tis tandem orietur

A( I- ^^(i- -i Xi \Xi L„Xi- ^;&c.=i,23 5 7 II

unde Seriei propofitse fumma erit =
1

2 3 5 7 i»

feu

w « n n n

A= .
—-— .

—-— .
— . . &c.

n n n n n
2 — I 3 — I i — ^ 7 — I II —

I

284. H.TC methodus jam commode adhiberi poterit ad

alias Series , quarum fummas fupra invenimns , in produdta

infinita convertendas, Invenimus autem fupra (175,) fum-

mas harum Serierum

I
1

I I.I I.I o
1 H h h — — &c. s« n n n n n

3 5 7 9 II 13

fi n fuerit numerus impar, fumma enim eft = ^ar^ & va-

lores ipfius H loco citato dedimus. Notandum autem eft

cum
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Lib. I. cum hie tantiim numeri impares occuirunt , eos qui fint for-

'vme 4^+1 habere fignum -f- j reliqnos form^ — i fi-

gnum — . Sit igitur

+ ^ J-+ JL._J_4.JL 1 +
3 5. 7 9 n 13 ^5

&c.

i-/^=-L L + _I L + J &c., addatur,

3 3 9 21 27
eric

(1+ -i -L-_ i i. + _L+ JL &c.,
3 5 7 U 13 17

-^^== -7^ + &c., fubtrahatiir,

^ 5 2f 3f

erit

(I— ^)B=i — l.^± + + ~ — &c.= C>
?Z tl tt It

5 7 II 13 17

ubi jam numeri per 3 & f divifibiles defunt,

„ = —- —- — —- -—J- &c. J addatur

,

7 7i 49 77
erit

(1+ JL)C=:,^ -L+ >L + JL &c. = Z>,

7 II 13 17

fie etiam numeri per 7 divifibiles funt fublati

^D==— H Uc.y addatur,
II H 121

erit

(1+ ~-)D= i+~l^ 4- — &c.
II 13 17

fic numeri per 1 1 divifibiles quoque funt fublati. Auferendis

autem
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autfm hoc modo reliquis nunncris omnibus per rciiqiios nu- Cap.
mcros primos divifibilibus , tandem prodibit XIV.

3 5 7 n 13

feu

H H n U H

1 .-7— .-ii . 21 X
3+1 5 — I 7 +1 " + I J3

17

17

. &c..

ubi in numeratorlbus occurrunt Poteftates omnium numerorum
primorura, qu£ in denominatoribus infunt unitate five au(5la£

five minutsB , prout numeri primi fiierint forms 4 m— i

,

vel 4 ?w-f- I-

2 8y. Pofita ergo n=i^ oh A=~, erk

4 4*4' 8 • 12* 12* 15' 20*24* '

fupra autem invenimus effc

^= -1
. ±\ 1! .

t! JLil Jll . _i7l _i9!_
.

6 3*2.^' 4.5 ' 5.8 * 10. 12 * 12. 14 15. 18 * ig. 20
'

Dividatur fecunda per primam & orietur

2 ]

O* J

feu

JL^ 2l. ^ 1 nil 12 I923 „

2 3 ' 5 ' 5 • 10 * 14* 18 * 18 * 22
•

ubi numeri primi conftituunt numeratores , denominatores ve-
ro fiinc numeri impariter pares , unitate difFerentes a nume-

Euleri IntrodH^, in Anal, injjn.pnrv, H h ratori-

2£ _4 _LiI'3i7i?23e,^
3
~~

3
• 2 • 5 • 5 • lo- 14* 18* 18* 22*
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ratoriblis. Quod ii haec denuo per primam ~ divldatur , erit

2 c= £ _8 iz If £2 ^
2 ' 6 ' ^ lO * 14 * I8 * 18 ' 2Z *

*

'

feu

qua; fradiones oriuntur ex numeris primis imparibus 3,J^ 7>
» I?' 17 > ^c. , quemque in duas partes unirnre dilferentes

dilpefccndo , & partes pares pro numeracoribus , impares pro
denominatoribus fumendo.

286. Si ha: exprc/fioncs cum Wallifidnd compareiitur

~= 2- 2. 4. 4. ^. 6. g. 8. TO- TO. 12 «

2 I. 3. 3. 5- 5- 7- 7. 9. 9^ II. II

feu

Ji 3^ 7_7 9._9_ II. Ti

5r 2. 4 *
4. <J

' 6. 8
'

8- 10 '

10. 12

cum fit

i_J 1_5 'T.I IT- IT 13. 13 „

2. 4 4- ^ 6. % 10. 12 12. 14

ilia per banc divifa dabit

32 __ 9j_9 IS- U 21. 21 2S. 2f
8-IO *

14. * 20. 22 *
24. 25

'

ubi in mimeratoribus occurrunt omnes numeri impares non
primi.

287 Sit jam n= S erit = 2_
^ unde fit

3' 7' II' 13'

. &c.

32 3^4-1*5'— I
' 7' 4- I * ii'+i ' 13'—

I

&c. . At ex Scrie

5»- = 1+-^. + 7. + 7. + +&c.
54s ' a" ' 3 4

fit

S'45
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6 ^6 3* 5« 7* II* 13^ Cap.

545
— 2*— r • 3'— I

* 5*— I
' 7"— I II'— I 13"—

I

&c. , feu

TT* 3* 5' 7' 11^ 13*^ O,.

qu^e per primam divifa dabit^ 3!_ 7* II' 13' J7l_
30 3'— i*5' + i'7'— i" II'— I

• i3'4-i • i7»4-i
•

&c.

,

hacc vero denuo per primam divlfa dabIt

i£ 3^ + I — I 7*+ I II* + I 13^—I 17^— r

ly 3'— I
* 5' + I

' 7'— I
' 11'— I 'i3'+ i "i7' + i

&c. J feu

16 14 £2 172 666 1098 .

Ti' 6s' 171 * 66^ ' 1099 *
*'

qux fradiones formantur ex cubis numerorum primorum im-

parium, quemque in duas partes unitate differentes difpefcendo,

ac partes pares pro niimeratoribus , impares pro denominato-

ribus fumendo.

288. Ex his cxprcffionibus denuo nov« Series formari pof-

funt 3 in quibus omnes numcri naturalcs denominatores con-

ftituunt. Cum enim fit

!L— -1- _L_ II _i3_ ^
4 3 + 1 5 1 7 + 1 11 + I 13—

I

erit

I

' Ci+^)(i+jXi— f )(!+ ~)(i+^Xi— i^)&c.,

unde per evolutioncm ha:c Series nafcctur

6 2 3 4 5 ^ 7 8
I I «

dec

,

9 10

H h 2 ubi

XV.
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Lib. I. ubi ratio fignomm ita eft comparata^ ut binarius habcar —

;

numcri primi forma? 4»» — i fignum — ; & numeri primi

fortnje 4^+1 lignum 4- ; numeri autem compofiti ea ha-

bent figna ,
quse ipfis ratione multiplicationis ex primis con-

venlunt. Sic patebit fignum fradionis - , ob do =
2 . t . 3 . 5" , quod crit— . Simili modo porro erit

2 (i-{X.+7Xx-|Xi+yX.+T7X.-^)&c.,
unde orietur bxc Series

^= , + J. +-+----- + - +
+ &c. 5

^ TO

ubi binarius habet fignum + ; numeri primi forms 4 w— 1

fignum — ,• numeri primi form^ 4;^ 4- i fignum +; & nu-

merus quifque compofitus id habet fignum
, quod ipfi ratio-

ne compofitionis ex primis convenit , fecundum regulas mul-

tiplicationis.

zBp. Cum deinde fit

2 ( I — ±)(i4-_L;(i __-i)(x ^)(t+-L)&c.,

erit per evolutionem

a 3 J 7 9 II 13 15

ubi tantum numeri impares occurrunt , figna aurcm ita funt

comparata , ut numeri primi formae 4 w— i fignum habe-

ant 4- i numeri primi form^ 4 w + i fignum — ; unde fi-

mul numerorum compofitorum figna definiuntur. Binae porro

Series hinc formari poffunt , ubi omnes numeri occununt ,

erit fcilicet
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T Cap.

(I—^xi— yXi— ^ TT :i

)

undc per evolutioncm oritur

x=i + - + - + ---+-- + - + -3- +

uhi binarlus fignum habet +; numeri primi fovmx /^m—

1

fignum -f-j numeri vero primi form® ^m-\-i fignum —

.

Tum vero etiam erit

unde per evolutioncm oritur

^ i + l + -L-i- .L — JL^,
3 a^3^4 s ^ 7 8

9 10 ^

ubi binarius habet fignum — , numeri primi formce 4m— i

fignum -f-j & numeri primi forma? 4 w -f- i fignum —

.

290- PoiTunt hinc etiam innumeiabiles alise fignorum con-

ditiones exhiberi , ita ut Scriei

'J. JL 1- JL JL /Hr
'

' 2 ' 3
' 4 *

5
' e ' 7 * 8

'

fumma affignari qucat. Cum fcilicet fit

H h 3 Multi-

XV.
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L I B. I. , _i_

^

Multiplicetur hire cxprefllo per ——j- = 2 , crit

3

I'~
(i-ixx-f;ri--fxi+y)(.+ rr;

&c.,

&c.

,

9 10 II

ubi binarius fignimi habet + J ternarlus -f- J reliqul numeri

primi omncs form;^ 4 m— i fignum — ; at niimcri primi for-

ma: 4;^+ I fignum + ; & unde pro numcris compofitis ratio

fignorum intelligittir. Simili modo , cum fit

(
,_i X— fx. + fXI- f X.-^. ) 6CC.

.^^

multiplicetur per ~ = erit

^ T

(i_ IXi--^)(i--^)(r-J-)(i.-L)(if-L;(if i ) &c.

,

^ 2 3"^ 7 II 13 17
unde per evolutionem oritur

2 2345^78
i +&C.,

ubi binarius habct fignum + ; numeri primi formx A^m— i

fignum -f- ; & numeri primi formic 4 i , prater quina-

rium, fignum —

.

2pi. Pof-
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2pi. PolUint ctlam innumerabilcs hujufmodi Scries exhibc- C

ri , quarum fumma fit = o. Cum eniin fit
^

= ^ .1, i. i.L'. 'J.'J.&c,
3 4 6 8 12 14 18

erit

T

undcj ut fupra vidimus, oritur

^ ^ 2 3 4 5^ 7 8

9 10

ubi omnes niimcri primi fignum habcnt —
;
compofitorum-

que numerorum figna regulam multiplicationis fequuntur. Mul-

tiplicemus autem illam expreflionem per — ==3, erit

1
2

pariter

][

"""(I - ^ Xi +J Xi -h y Xi + + ^Xi 4-;^ ) &c

unde per evolutioncm nafcitur

0=1 + -— - + V-*-'7 ^ 8
+

— &C.
9 xO '

ubi binarius habet figrum + ; rellqui numeri prinii omnes fi-

gnum . Simili modo quoquc erit



248 D E S E I E B U S E X

Lib. I. _ I

undc oritur ifta Series

" ' T 3 4 5 ^ 7 8

- — — &c.

,

9 10

ubi omnes numeri primi, pr^eter 3 & 5 , habent fignum —

.

In genere autcm notandiim eft , quoties omncs numeri primi

,

exceptis tantum aliquibus, habeant lignum — , fummam Seriei

fore = o. Contra autem quoties omnes numeri primi , ex-

ceptis tantum aliquibus , habeant (ignum + , turn fummam Se-

riei fore infinite magnam.

2p2. Supra etiam ( 176.) fummam dcdiraus Seriei

2 4 s 7 8 10 II

—„ &C.,
13

fi fuerit » Humerus impar : Erit ergo

}_ ,
I T

, o.

u *" n 7t n n « * *

a 2 4 8 10 14

qua? addita dat

a / \ ^ s A T.I Ir
^ J.'' K ' « « W « •

a 5 7 II 13 17
_i

,
jf_

« " K
19 23 2r
-L- 5= -^ — + ~ &c. , addatui ,

>j n n n n
S \ %s ss

erit
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€=(1+ •^)B=i+l^— -1 -h + i Cap.
5^^ 7" 13" 17" 1/
— &c.

K
23

-^C'=~+-^— + 8^c., fubtrahatur ,

7 7 49 77
erit

7 T» 13 17 19

Ek his tandem fiet

a 5 7 II 13

ubi numeri primi unitatc excedcntes multipla fenarii habent
fignum — , deficientes autem fignum iiritque

2+1 T +1 7 - * Ji 4-t 13 —

1

293. Confideremus cafum » == i
, quo A ==

,

eritquc

9r_ 2 _L -7_ L£ 11 17 19 o,_

3\/3 3 5 5 iz IZ 18 18

ubi in numeratoribus poft 3 occurrunt omnes numeri primi

,

denominatores vero a numeratoribus unitate difcrepant , funt-

que omnes per 6 divifibilcs. Cum jam fit

^ ___ _9_ 2:7 n i3- i3 «

6 3
'

8
'

4- <J ' ^- 8
*

10. 12 ' 12. 14 *
'

eric , hac exprefilone per illam divlla

,

W3
,

9 5 _7_ ii 12 ^9

2 4 4 8 10 14 i5 20

Euleri IndrodiiB. m And. infn.parv, I i ubi



2^0 T)ESEK.IEBUSEX
Lib. T. ubi denominatores non funt per 6 divifibiles. Vd crk

—^=-1 JL LL 11 11 . ^ . 8cc

2^ J- JL _7 12 11 11.1^ ^. &C.
SV'j 4'8*io'i4*i6'2o*22* *'

quarutn hacc per illatn divifa dat

4 6 6 12 12 18 18 24 o

3 4 8 10 14 20 22

feu

J-~X±±±J.A11 &r
3 2 4 5 7 b 10 II

ubi fingula; fradliones ex numeris primis ^ , 7 , 1 1 > &c. . for-

inantur , fingulos numeros primos in duas partes unltate dif-

fercntes difpefccndo , &c partes per 3 divifibiles conftantcr prG>

numerarbribus fumendo.

25»4. Q^ioniam vera fupra vidimus effe

JL JL ^ 7 n 17 o,.

4 4 4 8 13 12 i5

feu

jr f 7 IT TJ 17 19 o,-

3 4 8 12 12 i5 20

fi fupcriorcs —-— & ^ f per banc dividantur , orletur-5- &
V 3 3 V/ ,Vj^^ 12.14 l£

^2 3
*

3
'

9 ' 9 * 15 ' M
'

^, 1 _1 11 ^1 24 30 o

3 5 7 ir 19 23 29

In
j

i iori axpre(!ione fraiftiones formanrur ex numeris primis for°

mae iz **? -t- ^ + i ? in pofteriore ex numeris piimis formes

1 2 + I
, fingulos in duas partes unirate difcrcpanres difpcf-

cendo , & partes pares pro numeratoribus, impares vero pro

dcnoaiiiKiroribiis lumcndo,

295., Conremplt'Tiur adhuc Seriem fupra inventam ( 179 ) ?

quce ita progrcdicbatur
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jr ,1 I i_i^4--i I La_C^'-
3>/2
—

'"*"T "^1 T"^T"^ii 13 IS XV.

&c. = erit

-T-^= -T- + 77— ^tt + ^ + t;

19

3 3 9 I? 21 27 33

&c.: fubtrahatur

(l )^==:i —. ~+ h h
^ 3 ^ f 7 ^ II 13 ' I?

Sec. = B

B=3— — —•
——h — &c.:addatur, erit

S S 2S 3S SS

^
S 7 II 13 17

ficquc prcgtediendo tandem pcrvenietur ad

(I— — Xi ^ ) &c. = I.
^ 17 19

'

ubi figna ita fe habent , ut numcrorum primorum formje

8 w + I > vel 8 4- 3 J figna fint— numerorum primorum

vero formx 8 + 5 > vel 8^+ 75 figna fint + . Hinc ita-

que erit

TT L ^ _7_liiii7i9 23 «

2 v'2 2 5 8 10 14 15 18 24

ubi omnes denominatores vel divifibiles fiint per 8 * vel tan-

turn funt numeri impariter pares. Cum igitur fit

_ar_ __ J_ J_ 7_ 11. -il Jl i2_ 23.

4 4 ' 4 ' 8 12 ' 12 ' i5 ' 20 * 24

_^___3_ J_ _7_ II ii. 2Z 19 23

2 2 * 6 ' 6 ' 10 ' 14 ' 18 ' 18 * 22
&

li 1

&C.

TT 9r

8
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8 2. 4 4. ^ '

6?. 8
' 10. J2 * 12. 14 '

'

erit

2v/2 4 * 4 * (J 12 ' 12 ' 18 ' 2a * 22 '
*^

ubi nuUi denominatores per 8 divinbiles occurrunr ,
parltei

pares vero adfunt , quotics unltatc differunt a numeratoribuso

Prima vero per ukirnam divifa dat

^ _^ 12. 11
I '

3
' 4 '

5
* 7 *

8
' "F" 12*

qua fraifliones formantur ex numeris primis , fingalos in duas

partes unitate dlfcrepantes difpefcendo, & partes pares, (nifi

fint pariter pares ) pro numcratoribus fumendoo

2p6: Simili modo rcliqua: Series , quas fupra pro cxpreffio-

ne arcuum circularium invenimus ( lyp. & fiqq- ) in Fadores

transformari pofifunt, qui ex numeris primis conftiruantur. Sic-

que multae alix infignes propn'etates tarn hujufmodi Fadtorum,

quam Serierum infinirarum erui poterunr. Quoniam vero pr^-

cipuas hie jam commcmoravi , pluribus evolvendis hie non
immorabor. Sed ad aliiid huic aflfine argumcntum procedam.

Quemadmodum fcilicet in hoc Capite nameri , quatenus per

multiplicationem oriuntur , funt confiderati , ita in fequenti ge-

sieracio namcrorum per additipnem perpendetuto.

CAPUT
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CAPUT XVI.

253

C A

X VL

De Partitione mmerorum.

qux cujufmodi induat formam , fi per multiplicationem cvol-

vatur, inquiramus. Ponamus prodire

X ^ Pz + Qz' + Rz' + Sz^ + Scc.y

arquc manifcftum eft F fore fumtnam Poteftatum

4- AT^ 4- xr^ + + &c. , Delnde Q^e{k fumma Fa-

dorum ex binis Poteftaribus diverts, feu Q^erit aggregatum

plurium Poteftatum ipfius x , quarum Exponentes funt fumm^e

duorura terminorum diverforum hujiis Seriei

«»» G> y > ^1 £y Vt

Simili modo R erit aggregatum Poteftatum ipfius x , quarum

Exponentes funt fummse irium terminorum diverforum. At-

que S erit aggregatum Poteftatum ipfius x
, quarum Expo-

nentes funt fumma? quatuor terminorum diverforum cjufdem

Serieij «7 G> >•> s , &c. ^ & ita porro.

298- Singulse hx Poteftates ipfius x
, qua? in valoribus li-

terarum F, Q^^ R , S , (kc. , infunt , unitatem pro coeffi-

ciente habebunt , fi quidem earum Exponentes unico modo ex

lis
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J
fit, g,y, J", &c. ) formari queant : Jin anrem ejufdem Pore-

— flatis Exponcns pluribus modis pofiit effe fumin duoruni ,

trium , pluriumve ttrnninorum Seriei «, y, i/^, f, &c. ^ turn

ctiam Poteftas ilia coelficicntcm habcbic, qui unicatcm totlcs

in fe compledatur. Sic, fi in valoie ipfiiis repcriacur ,

indicio hoc eric numcrum n efle N diverfis modis fummam
duorum terminorum diverforum Seriei «, €, y, &c. . Atque
fi in evolutione Fadlorum propofitorum occuriat terminus

"N i ejus coeliiciens N indlcabit quot variis modis nu-

merus n pofiTit eflfc fumma m terminorum diverforum Seriei

« 7 S > y > <^ 1 e, £ , &c.

2pp. Quod ii ergo produdum propofitum

per multipllcationem veram evolvatur , ex cxpre/Hone refukan-

te ftatim apparebit , quot variis modis datus numerus pofTit efle

fumma tot terminorum diverforum Seriei > G> y, c/^, e, &c.,

quotquis voluerit. Scilicet, fi qureratur quot variis modis nume-

rus n pofTit efle fumma m terminorum illius Seriei diverforum

,

in expreflione evoluta quaeri debet terminus , ejufque

coefficiens indicabit numerum qujefitum.

300. Quo hxc fiant planiora , fit propofitum hoc produ-

dlum ex Pa<3:oribus conftans infinitis

( i + ^^K (i ^)(i + ( 1+ x'x) &c.,

quod per multiplicationem adualem evolutum dat

I \-z
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l+Z (x-^x'-^- + X* + x' + + x'^ + x« + +&cO Cap.

(x' -i-x*+2x' +2x^4-3x^+3^' +4^* +4x'°+sx''+&c.) XVI.
+z'(^' +x7 + 2x«+5x*+4x"+5x"+7x'* +8x"+iox'^+&c.)
+7.y^'^+x''+2x'*+3x''+Sx"^+^x'^+ 9x'*+Ilx'7+i^x'»+&c.)
+2,'(x'^+x'*+2x'7+3x'«+5x''+7x"+icx^'+i3x"+i8x**+&c.)
+i''(x*'+x"+2x-''+3x*^+^x*5+7x"+rix^7^i4x*»+3ox*^+&c.)
+i7(x*»+x*'+2x"+3x"+^x»^+7x"+iix''^+i^x''+2rx'«+&c.)
+:i*(x''+x'7^2x'»+3x'^+Sx^*'+7x'^'+lIx'^*+l5x^'+22x*'^+&c.)

&C.

Ex his ergo Seriebus ftatim definire licet quot variis modis

propofitus numerus ex dato terminorum divcrforum hujus Se-

riei 15^53,455,5,7,8} &c. , numero oriri queat. Sic

,

quscratur quot variis modis numerus 35 poflit efTe fumma
feptem terminorum diverforum Seriei i, 2, 3,4, 5, 5,7, &c.,

quajratur in Serie multiplicantc Poteftas ejufque coef-

ficiens 1 5 indicabit numerum propofitum 3 5 quindecim variis

modis efte fummam feptem terminorum Seriei 7,2,3,4,53
^,7>8 5&c.

301. Quod fi autcm ponatur z^== i , & fimiles Poteftates

ipfius X in unam fummam conjiciantur , feu , quod eodem re-

dit , fi evolvatur htec expreffio infinita

(I +^^)(i +;c^Xi+^')ri+^')&c.5

quo fado orietur ha^c Series

I + X+ x" + 2x' i-zx'^+sx' +4x''+ 5x^ + 5x' + &c.3

ubi quivis coefficiens indicat ,
quot variis modis Exponens

Poteftatis ipfius x conjundse ex terminis diverfis Seriei 1,2,

3,4, $ , 6,j , &c, , per additionem emergere poftit. Sic ap-

paret numerum 8 fex modis per additionem divcrforum nu-

merorum produci, qui funt

8 = 8 8 = 5 + 5

8 = 7+1 8=f + 2 + i

8 = 5+ 2 8 = 4+ 3 + ^

ubi



PAK.TITIONE
Lib. I. ubi notandutn eft numerum propofitum ipfutn fimul computari

debere, quia numeriis teiminorum non definitur , ideoque uni-

tas inde non cxcluditur.

302. Hinc igitur intelllgltur , quomodo quifquc numcrus

per additionem diverforum numcrorum producatur. Conditio

autem diverfitatis omittetur , fi Fadores illos in denominato-

rem tranrponamus. Sit igitur propofita hxc expreflTio

I

( I — x^'z^Qi — x^z^Xi —x'^z j ( I—J zXi — xz,) &c.,

qu^ per divillonem evoluta det

Atque^manifeftum eft fore F aggregatum.Poteftatum ipfius x,

quarum Exponentes contineantur in hac Serie

« , € J y, <^ , £ , I , 7 &c.

,

Deinde l2^erit aggregatum Potcftatum ipfius x , quarum Ex-

ponentes lint fumnria^ duoriim terminorum hujus Seriei, five

eorundem five diverforum. Turn erit R fnmma Poteftatum

ipfius X
J
quarum Exponentes ex additione tiium terminorum

illius Seriei oriantur i & S fumraa Poteftatum ,
quarum Expo-

nentes ex additione quatuor terminorum in ilia Serie conten-

torum formantur , & ita porro.

303. Si igitur tota cxpreffio per fingulos tcrmlnos cxplice-

tur , & termini fimiles conjundim exprimantur ,
intelHgetur

quot variis modis propofitus numerus per additionem ^
terminorum , five diverforum five non diverforum, Seriei

y><^>f>£> &c. J produci qncat. Quseratur fcilicet in ex-

prcfidone evoluta terminus
, ejufque coeffidens ,

qui fit

A'", ita lit totus terminus fit = Nx^ z'^
, atque coeffidcns N

indicabit quot variis modis numerus » per additionem m ter-

minorum



minorum in Serie &c., contentorum pcoduci Cap.
qucat. Hoc igitur pado quasftio priori, quam ante fuuius con- X^I-

templati , fimilis refolvetur.

304. Accommodemus hxc ad cafum inprimis notatu di-

gnum , fitque propofita hsec exprelTio

I

qua? per divifionem evoluta dabit

1+2 (X +X*+ JC' + 3C* + X* + 30*^ + x"^ + + +SiC.)

+^*(x*+x'+2x*4-2x' ^Sx" +3x7 +4^8 _^ ^j. ^ sx'"+&c)
+X*(x'+x*+2x^ +3a:^ +4x7 +7x^+ 8x''+lOx''+6rc.)
+2\x*+x5+2x'"+3x7 +5x« +^x^ +9x''+llx"+15x'*+&c.)
+;i'(x5+x*+2x7+3x« +5x^ 4_7;,'°4-iox"+i3x'*+i8x"+&c.)
+x*Cx*4-x7+ 2x* +3x*+sx'°+7x"+nx'*4-i4x"+2ox'^+&c.)
+^7(oc74.x«+2x* +3x"'+5x"+7x''+Ilx"+l5x''^+2Ix''+&c)
+^'(x'+x-^+2x*°+3x' '+^x' *+7x* *+iix**+i5x' 54-22x''+&c.)

&c..

Ex his ergo Sericbus ftatim definire licet quot variis modis

propofitus numerus per additionem ex dato terminorum hiijus

Seriei i, 2, 3, 4, 5,6, 7, &c. , rumeio produci queat.

Sic J fi quacratur quot variis modis numerus 13 oriri poflit

per additionem quinquc numerorum integrorum , fpeftari de-

bebit terminus x'^z,^ , cujus coefficiens 18 indicat numcrum
propofitum 13 ex quinque numerorum additione ododecim
modis oriri poffe.

305. Si ponatur z=j, atque fimiles Poteflates ipfius x
conjundim exprimantur, h^ec expreflio

r

(I x; C I pc^) (I^ X ( I X*) C I X*) ( I— x') &c. ,

evolvctur in lianc Seriem

^vX^X Imroduci.in AnalAnfn.parv, Kk 1 +
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Li B.I. 1 +Ar+ 2A:^ + + 5^* + 7^* + iix^-^ zix* Bzc ,

in qua quillbet coeHiciens indic.it , quot variis modis Exponens

Poteftatis adjunfta; per additioncm produci queat ex numeris

integris , five ajquallbus five inaeqiialibus. Scilicet cx termiiio

I IX* cognofcitur numerum 6 undccim modis par additioncm

numerorum integroTum produci pofle, qui funt

6 = 6 6 r=
6 = 5 + I 6 =
6 = 4 4- 2 6 ™

4 4- I + I 6 =
6 = 3 4- 3

3 4- 2 4- I

J 4- r 4- I 4- I

2 4- a 4- 2

2 4-^4-14-1
24-i4-i4-i4-i
i + i4-i4-i4-i4-i

ubJ quoque notari debet , ipfum numerum propofitum , cum
in Serie numerorum i , 2 , 3,4,5,^, &c. ,

propofita conti-

neatur, unum modum pra:bcrc.

305. His in genere cxpofitis , diligentlus inquiramus in mo-
dum banc compo/itionum multitudlncm inveniendi. Ac pri-

me quidem confideremus cam ex numeris integris compofi-

tionem , in qua numeri tantiim diverfi admittuntur , quam
prius commemoravimus. Sit igitur in hunc finem propofita

hsec exprelTio

Z^(^i + x£) (1 4-^*:^)Ci4-A?'0(i 4-x*^)(i4-x^^;) See. 5

quic evoluta & fecundum Poteftates ipfius z digefta prjebeat

Z = I 4- + + R^' 4. Sz.^ 4- Tz.' 4- &c.
,

ubi methodus deflderatur has ipfius x Funfliones P , Q^, /?

,

i^j T, &c. , expedite inveniendi , hoc cnim paiflo qua^ftioni

propofitse convenientilfirae fatisfict.

307. Patet autem, fi loco z, ponaturA^z, prodire

(1 +



ergo J
pofito^f2s loco z, valor produdi> qui crat Z, abibit in

—^— J ficque , cum fit

crit

Z-= I + Pxz+ Qx'&'^-i- Rx'z'+ Sx^'z^-i- &c..

multiplicetur ergo adtii per i+xz, atque prodibit

+ + Px's;' + + Rx'^z* 4- &C.,

qui valor ipfius 2 cum fuperiori comparatus dabit

P= 7-^; 0.= R=-R^,i s==~^&c.,
I X 1—-JC 1 X* I X*

Sequentes ergo pro P , Q , J? , iS" , &c. , obtinentur valores

P=
I X

(I xj (1 x'Kl x)
c ^

(I — xXi x')(i—x')(i x"")

(I x;Ci

—

x^jt,i—x'Xi— x*Xi x')

308. Sic Igltur fcorfim unamquamque Seriem Poteftatum

ipfius X cxhiberc pofiiimus , ex qua definire licet , quot va-

riis modis propofitus niimcrus ex date partium integrarum nu-

mero per additioncm formari poflit. Manifeftum autcm porro

efi has fingulas Series efTc recurrcntes , quia ex evolutione

Fundionis frada? ipfius x nafcuntur. Prima fcilicct exprefiio

K k a P=
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, Serlem geoinetricam
I

—

X °

X + + + x"^ x' -h x"^ + &c.
,

cx qua qiiidcm manifeftum eft quemvis numeriim femcl in

Serie numcronim integroTum contincri.

5 00. Expreflio fecunda , dat hanc Seriem
^ ^ (l X)(I OCX)

x' + x^-h + 2X^ + ^x^ 4- 4- 4- 4Ar' ' + &c.

,

in qua cujufvis termini coefficicns indicat quot modis Expo-

nens ipiius x in duas partes inarquales difpertiri po/Tit. Sic

terminus indicat, numerum p quatuor modis in duas par-

tes in^equales fecari pofle. Quod fi iianc Seriem per x^ divida-

mus,prodibit Scries, quam pra:bet ifla fractio
^

-

^ ^^^^ ~~x^)
*

qux erit

cujus terminus generalis fit = Nx^ ; atque cx genefi hujus

Seriei inteliigitur cocfficientem N indtcare , quot variis modis

Exponcns » ex numcris i & 2 per additioncm nafci queat.

Cum igitur pn'oris Seriei terminus generalis fit = -^^v^"^ de-

ducicur hinc iftud rheorema.

Quot "variis modis numerus n per additioncm ex nnweris J 2

product potefl , toiidem variis modis numerus i in duaspartes

inaquales fecari poterit.
6

310. Expre/fio tertia . r-?

—

-—
e-tt tn in Se-

riem evoluta dabit

x" -i-x^'-h 2x' 4.v^<'4-5^" 4-8-v" -hScc,

m qua cujufvis termini coefficiens indicat quot variis modis

Exponens Poteftacis x adjunit^ in tres partes in^quales difper-

tiri
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tirl poffir. Qjod fi autem h^c fradio X vj;

evolvatur, prodibit h^ec Series

cujus terminus generalis fi ponatur == , coefficiens A'' in-

dicabit quot variis modis numcrus n ex numeris i , 2,3, per

addicionem produci polfit. Cum igitur prioris Seriei terminus

generalis fit Nx^ ^ , fequetur hinc iflud theorema.

Quot variis modis nnmerus n per additionem ex mmeris i ,

2 J 3 J produci potejl , totidem variis modis mmcrus n + <^

tres partes ini(juales fecari poterit,

3,1. Exprcffio quarta
(,_ in

Seriem recurrentem evoluta dabit

in qua cujusvis termini coefficiens indicabit quot variis modis

Exponens Poteftaris x adjunda? in quatuor partes inxquales

difpertiri poflit. Quod fi autem hzec expreffio

evolvatur, prodibit

fuperior Series per x^° divifa ,
nempe

I 4-^ 4-2^*4- 3 4- ^ic^+6x' 4-px* 4- iix^ 4- &C.5

cujus rerminum generalem ponamus — A^c^j atque hinc pa-

tebit coefficientem N indicare , quot variis modis numerus n

per addicionem oriri poffir cx his quatuor numeris 132,3,
4. Cum igitur prioris Seriei terminus generalis futurus fit

= Nx^"^ ^ deducitur hoc theorema.

K k 3 Q(^0t
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L I B. I. Q^of varils modis numerus n per additionem product potejl en
— numcris i , 2,3,4, totidem variis modis mmerus n + i o quet"

tuor partes im^uales fecari poterit.

312. Generalicer ergo, fi h^ec expreflio

(I — ( I — x*) ( I — x') (I— ^"*)

in Seriem evolvatur , ejufque terminus generalis fuerit =
^x" J coefficiens iV" indicabit , quot variis modis numerus n

per additionem produci poflic ex his numeris i , 2 , 3 > 4
m. Qjod fi autem h^c expreffio

m{hi-\-\ )

X 2

( I Ai" ) ( I AT* ) ( I x:' ) ( I — x"^ )

in Seriem evolvatur , erit ejus terminus generalis =
i)

^.v 2 : atque hie coefficiens ^ indicat quot va-

riis modis numerus n-\ —-— m m partes mxquales le-

cari po(nt , unde hoc habetur thcorema.

Q^ot variis modis ntimerm n per additionem produci potejl ex

mmeris 1,2,3,4 m, totidem modis mmerm

n-i —- tn m partes triAquates jecari potent.

313. Ex pofita partitlone numerorum in partes Inxqualcs,

perpendamus quoqae partitionem in partes , ubi a?qualiras par-

tium non exduditur; qua; partitio ex hac expreffione origi-

nem habet

Ponanius evoiutione per divifionem inftituta prodire

^



Z^i + Pz+Qz' -i^Rz* + Sz^ + T;i' + 3cc.. C
X

Perfpicuum autem eft, fi loco * ponatur xz, prodirc —
I • _

Fa(fla ergo in Serie evoluta eadem mutatione , fiet

(I—xz)Z=i+ Pxz-i-Qx'z' 4- Rx'z' + Sx^'z* 4- &c.

.

Multiplicetur ergo fuperior Series pariter per ( i

—

xz), eritquc

(i — xz)Z=i4-P2i -h Qz" + B^' + Sz* + Sec,— xz— Fxz'^— Qxz^— Rxz'^ — &c..

Comparatione ergo inftituta orictur

P= 0.= —.; fi= -£l.;J=^, Sec,

unde pro P, Q, R, S, &c. , fequcntes valores provcniunt

I X

(I — X*)

(I— x)(i--x*)(l— PC')

« X*
*^

(i— x)ci— x^; (I — x»)(i— X*)

314. ExprefTiones Idx a fuperlorlbus aliter non difcrepant,

nifi quod numeratores hie minores habeant Exponentes quam
cafu praeccdente. Atque hanc ob rem Series , quae per evo-

lutionem nafcuntur, ratione coefficientium omnino convenient,

qua: convenientia jam ex comparatione ( §. §. 300. & 304 )

pcrfpi-
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1 1 B. I pcrfplcituf , nunc vcro demum ejus ratio intclllgttur. Hinc

-ergo omnino fimilia theoremata confequentur , qux funt.

Quoi variU modis numerns n per additionem produci potefl cx

nunieris i , 2 > totidem modis numerus D-i- 2 in duas parks dif-

pertiri poterit.

Quot variis modis numerus n per additionem produci potejl ex

mmeris i , 2 , 3 > totidem modis numerics n + 3 ^ ^^^^ partes

difpertiri poterit.

Quot variis modis numerm n per additionem produci potejl ex

numeris 1,25 3,4, totidem modis numerus n -f- 4 tn quutuo.'

partes difpertiri poterit.

Atque generaliter habcbimr hoc theorcma :

Quot variis modis numerus n per addittonem produci potejl ex

numeris i, 2,3, rrij totidem modts numerus n-f-m

m partes difpertiri poterit.

3 1 J. Sive ergo qugeratur qiiot modis datus numerus in m
partes in^quales , five in m partes , jequalibus non exclufis ,

difpertiri poflic , utraquc qu^eftio refolvetur li cognofcatur quot

modis quifque numerus per additionem prodiici poflit ex nu-

meris I, 2, 3, 4 m ^
quemadmodum hoc pate-

bit ex fequentibus theoremaris, qux ex fuperioribus funt de-

rivata.

Humerus n tot modis in m partes in^quales difpertiri potejl ,

quot modis numerus n IBii^L+J.) additionem produci po-

tejl ex numeris 1,2,3,4,
Numerf'is n , tot modis in m partes five xquales Jive insquales

difpertiri potef quot modis numerus n— m per additionem prO'

duct potejl ex numeris 1,2, 3 , m.

Hinc porro fequuntur hxc theoremata.

Numerus n totidem modis in m partes inxquales feeari potejl

,

quot modis numerus n— ni (m
\ ) partes , five aqualcs

Jive inxquales , dijpertitur,

2>liimerus n totidem modis inm partes, five inaquales five aquales,

fecari
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,. , m ( m IS. Cap,
fecdri jfotefi ^

quot modis mmcrus n-i J m m partes XVI.

imtquales difpertiri ptejl.

315. Per formationem autem Serlerum recurrentium inve-

niri poterit , quot variis modis datus numerus n per additio-

nem produci poffit ex numeris i , 2,3, m. Ad hoc

enim inveniendum evolvi debebit fradio

T

(I — — ^*;ci — (i —

)

atque Series recurrens conrinuari debebit ufquc ad terminum

jN^x", cujus coefficiens ^ indicabit , quot modis numerus n

per additionem produci poflit ex numeris 1,2, 3,4, m.

At vero hie folvendi modus non parum habcbit difficultatis ,

fi numeri m ^ n fint modice magni ; fcala enim relationis,

quam prxbet denominator per multiplicationem evokitus, ex

pluribus terminis conftat, unde operofum crii Seriem ad phires

terminos continuare.

317. Hafc autem difquifitio minus erit molefta , fi cafus

fimpliciores primum expcdiantur, ex his enim facile erit ad

cafus magis compofitos progredi. Sit Scriei, quas ex hac fra-

dione oritur,

I

(i~x)Ci— x*)(i— x') (l—

)

terminus generalis = ^^Tx" ; at Seriei ex hac forma

X

(l— X)(I— — X')

ortae terminus generalis fit M ^ ubi coefficiens A/ indica-

bit quot variis modis numerus n— m per additionem produci

Euleri Inirodu^i.in Anal, tnfin. farv, L 1 poffit
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Lib. I. poffit ex numcris i , 2 , 3 , Subtrahatur poftc-

rior exprcflio a priori , ac remancbit

1

(i — A.-;(i — — (I— ^ )

atque manifeftum eft Seriei iiinc ort.x terminum gencralem fu-

turum elTe (N— M)x'^i quarc cocflicicns JV— A/ indicabit

quot variis modls numerus ^ per additionem prodaci poHit ex

numeris i, 2j3j — O-
318. Hinc ergo fequentem rcgulam nancifclmur.

Sic L numerus modorum , quibus numerus per additio-

nem produci poteft ex numeris i
, 2,3, {^m — i ).

Sit A/ numerus modorum, quibus numerus — w per ad-

ditionem produci poteft ex numeris i, a, 3, m.

Sitqne A^^ numerus modorum , quibus numerus » per addi-

tionem produci poteft ex numeris 1, 2, 3, m.

His pofitis J erit , ut vidimus, L=N— M; ideoqueA^^
L -f- M. Quod fi ergo jam invenerimus quot variis modls

Humeri » & »— per additionem produci queant , illc ex nu-

meris 1,2,3,.... (''^^

'

— I ) hie vero ex numeris i

,

2,3, m; hinc addcndo cognofcemus , quot va-

riis modis numerus » per additionem produci queac cx nu-

meris I , 2 , 3 , w. Ope hujus theorematis a

cafibus fimplicioribus, qui nihil habent diificultatis , continue

ad magis compofitos progredi iicebir , hocquc modo tabula

hie annexa eft computata ,
* cujus ufus ita fe habet.

Si qmrratur quot variis modis numerus 50 in 7 partes ina:-

quales difpertiri poflit i fumatur in prima columna verticali nu-

merus 50 — = 2 2 , in horizontali autem ftiprema nume-

rus romanus VH; atque numerus in angulo pofitus 522 in-

dicabit modorum numerum qua?fitum.

Sin aurcm qua:ratur
, quot variis modis numerus 50 in 7

partes, five ^quales five inirquales , difpertiri poflit, in prima

columna
* Vide Tab. ^a£, 275.



NUMEKOK^VM. 2^7

columna vcrticali fiimatur numerus 50— 7= 43 > cui in co- Cap.
lumna 7""* refpondebit numerus quicfitus 8^45. XVI.

jip. Series hujus tabulae verticales, etfi funt recurrentes ,

tamen ingentem habent conncxionem cum numeris naturalibus,

trigonalibus ,
pyramidalibus , & fequentibus , quam paucis ex-

ponere operse pretium erit. Quoniam enim ex fradione

r-^ oritur Series i+a:4-2;v* 4-2x' + sx'^-f-
(i — 5c ; ( I

—

xx)

3x' 4-&C., ac proinde ex fradlione . ^ — . hxc

;f + a:* H- 2x* 4- 2X* + gx^ 4- ^x" + &c. . Si dux hx Se-

ries addantur , nafcitur ifta

I + 2x + 3x* 4- 4^' 5^* + 6x^ + -jx^ + &c. ,

auae per divifionem oritur ex fradione ^ ^—^r^ > =
T » (I X){1 xx)

-J ; unde paret Seriei poftrema; terminos numericos
(I

—

x/
Seriem numerorum naturalium conftltuere, Hinc ex Serie ta-

bula? fecunda addendo binos terminos proveniet Series nu-

merorum naturalium , pofito x == i,

I 4- 1 4- 2+ 2 + 3 + 3 + 4+ 4+ V + ^ 4" <5 +6 4-&C.
14-24-3+ 4+ ) + <54-74-84- 9 + 10+ 114- 124- &c.

Viciflim ergo ex Serie numerorum naturalium fuperior inveni-

tur , fubtrahendo quemque terminum Scrici fuperioris a termi-

no inferioris feqiicnte.

320. Series verticalis tertia oritur ex fradione

Cum autem fit
(i— 3c)( I

—

xx) ( I— x')* (i— xy

riei illius tcrni termini addantur , tum bini hujus nova? Seriei

denuo addantur, prodire dcbcre numeros trigonales, id quod
ex fchemuLe iequentc appartbit

Liz I -h
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Lie. T. t + I + 2+3 +4+^+7+8 +io+-T2+u4-i<?+i9
— - I + 3 + 4 + ^ + 9 + 1 2-1- I (?4- 2o+254-3o-f-36^4-4H-49 &c.

I + 3 +^ + 10+1^+21+284- 3^+45+5^+5^+78+91 &c..

VicIHinn aiitem apparet quomodo cx Scrie trigonaliiim crui

debeat Series fuperior.

321. Simili modo J quia Series quartn oritur cx fra^tione

I
Crit

^ "^"'''^^ ^ -hx+Xx) (
\
+y+xjc+ PC *

)

(i—xXi

—

xxXi— — PC'*)' (1 xXi xx){i x';(t x*)

==
^

^

^

^
s^^ . Si in Serie quarta primum quaterni termini

addantur , turn in Serie refultante tcrni , denique in hac bini,

prodibit Series numerorum pyramidalium uti cx fcqucnti cal-

culo videre licet.

1 + i^+ 2+ 3+ V+ ^+ 9+ Tr+ i^+ 18+ 23+ 27+ &c.

I +2+4+ 7+11+1^+23+ 31+ 41+ 5 3+ 57+ 83+ &c.

1 + 3+ 7+13+22+34+50+ 70+ 95+i2f+i^i+203+ &c.

I + 4+10+20+35+5^+84+120+16^+220+28^+364+ &c.

Simili autcm modo Series quinta deducet ad numeros pyra-

midales fecundi ordinis , fexta ad tertii ordinis , & ita porro.

322. Vicififim igitur ex numeris figuratis ill« ipfe Series,

quce in tabulis occurrunc , formari poterunt, per opcrationeSj

quae ex infpectione calculi fequentis fponte elucebunr.

I +



1 + 4+ 3+ 4 + 5 + ^ + 7 + 8 + 9 + 10 +&C.
i + i 4-2 + 2 + 3+ 3+ 4 + 4+ 5+ 5 + &C.

I + 3 + ^ + IO+ 15 +21 + 28 + 3^+ 45+ 55 + &c.

1 + 2 + 4+ <^+ 9 + 12 + + 20 + 25 + 30 + &c.

I + 1+2+ 3+4+ 5 + 7+ 8 + 10+ 12 + Ill

1+4 + 10 + 20 + 3J + 55+ 84+ 120+155+220+ &c.

1+3+ 7+13+22 + 34+ 50+ 70+ P5+125+&C.
1 + 2+ 4+ 7+11 + 16+ 23+ 31+41+ 53+&C.

1 + 1+ 2+ 3+ 5+ 6+ P+ 11+ 15+ 18+&C. IV

1+5+ i5 + 35+7o+i2<^+2io+3 3o+4P5+7i5+ &c.

1 +4+ 1 1 + 24+45+ 80+130+200+2P5+420+ &c,

1 + 3+ 7+14+25+ 41+ ^4+ P5+i3^+i89+ &c.

1 + 2+ 4+ 7+12+ 18+ 27+ 38+ 53+ 71+ ^c.

1 + 1+ 2+ 3+ 5+ 7+ 10+ 13+ 18+ 23+ &c. V
&c.

In his ordinibus primae Series funt numeri figurati, unde fub-

trahendo quemvis terminum Seriei (ecundx a termino primae fe-

quente formatur Series fecunda. Turn Seriei tertice bini ter-

mini conjunftim fubtrahantur a termino fequente Seriei Tecun-

dx , ficque oritur Series tertia ; hocque modo Tiibtrahendo ul-

terius fummam trium , quatuor , & ita porro terminorum a

termino fuperioris Seriei fequente, formabuntur reliquiE Series

donee perveniatur ad Seriem , qux incipit ab 1 + 1+2 Sec,

hct^cque erit Series in tabula exhibita.

323. Series verticales tabula: omnes fimiliter incipiunt ,

continuoque plures habent terminos communes > ex quo intel*

ligitur in infinitum has Series inter fe fore congruentes. Pro-

dibit autem Series, quae oritur ex hac fradione

quse cum fit rccurrens , primum denominator fpetoi debet , ut

L I 5 hinc

2^9
Cap.

11 XVL
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Lib. I. hinc fcah relatlonis habcatur. Quod fi autem Fadorcs dc-
• nominatoris continuo in fe mukipliccntur , prodibic

quae Series fi attenrius confidcrctur , alia? Potellatcs ipfius x

adefTe non dcprehcnduntur , nlfi quarum Exponentcs conti-

neantur in hac formula VULjzzH: • arquc, fi n fit numerus im-

par , Poteftates erunt negative i affirmativa! autcm fi n fuerit

numerus par.

324. Cum igitur fcala rclationis fic

+ i» o, o,— I, o,— I, o, o, o, o, -f-i* o, Oj-f- I, o, o, &c.

Series recurrens cx cvolucionc fradionis

I

ri—xXi—x^Xi—x*Xi—'^*Xi—^'Xi~^\(i-—^^'j&c.,

oriunda erit h.xc

3ox» + 42x'' H- 4- 77x'' 4- loTx'^ 4- 4-

I76x'^ 4-331^" 4- 2p7v'' +385X'' 4-490^" + 627X''' 4-

7^2x*' 4- I002X** 4- 125CX** 4- 1570X** &c. .

In hac ergo Serie cocfficicns qnifquc indlcat , quot variis mo-
dis Exponens ipfius x per addicioncm cx numeris inrcgris o-

riri qucac. Sic numerus 7 quindccim modis per addicioncm

oriri potcft.

7

7
7
7
7

'-1

^64-1

?
7

7

7

7^

^44-24-

1

r4-}-i4-i4-i

=3+3+1
= 3+24-2
=3+2+1+1

7= 3+ 1+ 1+ ^+ '

7= 2+2+24-1
7— 2-1-24-I 4-1+ 1

7 = 2-f-i4-i+ i+ i+ i

7= 14-1 +1+ 1+ 1+ ^+^

325. Qi_iod



325. Quod fi autem hoc produdtum C
X

( i + ^)Ci-h^')(i+^')(i + ^^)(i+^0(i + ^*) &c.,

cvolvatur, fequens prodibit Series

&c.,
in qua quifque cocfficiens indicat , quot variii> modis Exponens
ipfius X per additionem numerorum inajqualium oriri poflit

,

Sic Humerus p 0(5lo \^riis modis per additionem cx numeris

ina^qualibus formari poteft.

9 = 9

9 = 8 + 1

p = 7 4- 2

P = 5 + 3

9 = 5 4- 2 -I- J

P = 5 4- 4
P == 5 4- 3 + I

P =: 4 -h 3 + 2

325. Ut comparationcm inter has formas inftituamus . fit

p = (i^xXi—^')(i~-^'Xi^—^^Xi—^'Xi—- ^*J5cc.,

( I 4-xXi +:v'Xi +^*)Ci +^'Xi+^*)&C.,
erit

qui Facftores cum omncs in P contincantuf , dividatur P per

erit -~ =(1—^X1—^'Xi—^'Xi—^0(1—A^O&c.,

ideoque

(l Jf')(l— x') &C.,

qua* fradtio fi evolvatur
,
prodibit Series , in qua quifque cocf-

ficiens indicabit , quot vaiiis modis Exponens ipfius x , per

additionem ex numeris imparibus produci poHit, Cum igitur

haec expreffio aequalis fit illi , quam in §. praecedente contemplati

fumus , fequitur hinc iftud theorema.

Quot
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Lib I

Qi^of modis datti^ numerus per add'itionem formart poiejl ex

omn'tbm numeris wtegris inter fe h^t^ualibm , toitdem modu idem

numerus forniari potent per udduionem ex Tiumeris tanturn mpa-
ribus 5 five xqualihus five inx^ualihus.

327. Cum igkiir, ut ante vidimus, fit

&c. , eritj fcribcndo xx loco &r

,

P{^i—

—

x^-^x'^-^-x'^—x'^—x'^+x^^^x''— &c.,

Quocirca crit banc per illam dividendo

^ I X X' +X' -^X' .V'^ ,v^'-f-A'^^-i_.V^*— &C.

.

Erit ergo Series Q^pariter recurrens , arque ex Serie ^ ori-

tur, haae per I

—

x^— X* -\-
x^

"
x'

^— Ar^'^&c, multipli-

cando. Nempe , cum fit ex ( 3 24 ) , -y = x -l-2x*-f.

3a:' +5^''4-7-v' + n^' + 2 4- 30^^ +&c.

,

fi is multipiicetur per

I

—

x^ — x^-i-x'° -i-x'^— &c.,

fiet

2x:'+3x'-}-jx''4-7'V'+ i ix^-\-i<^x''+iix'+ ^ox' + Sec.—X*

—

x^—ix'^—3x*— 5:^* — yx''— I IX*— 1 5x* — (Sec.— x^—x^— ix^— 3^7— — 7x^— &c.

aut

1 4- AT 4- a:* + 1^' + 4- 3^' +4>^'' + rv^-h <5A''-f 8.v^ +&'c.

= Hinc ergo, fi formatio numcrorum per additionem

numcrorum , five cTqualium live inxqualium conflec , deducetur

formatio niimerorum per additionem nunierorum inxqualiiiin ,

hincque porro formatio numerorum per additionem numerorum

imparium tantum.

328. Reftant in hoc gencrc cafus quidam memorablles, quo-

rum evolutio non omni utilitatc carebir in numerorum natuia

cognofccnda. Conlidcretur nempe hsc exprelfio
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(i + x)(i+x')(i + x'^)(i+9o' ) + 6cc.y Cap.
XVI.

in qua Exponentes ipfius x in rajione dupla progrediuntur.

Hxc expreffio fi evolvatur, reperietur quidem ha^c Series

I + X + X* + X* + X* + X* + + pc^ + ?c* 'f- &c.

;

quoniam vero dubium efle poteft , utrum \ixc Series in infi-

nitum hac lege geometrica progrediatur , hanc ipfam Seriem

inveftigcmus. Sit igitur

ac ponatur Series per cvolutionem oriunda

P= I + CCX+ Sx* + yx' + ^x'^ + fX* + )JX^ + Sx* + &c.

,

Patet autem fi loco x fcribatur x x , turn prodire produdtun^

fada ergo in Serie «adem fubfiitutionc erit

--|-= i+^x* + l^" + yx' + J'x* ^ ex'' + Px'' + &c.

,

multiplicetur ergo per i + at , eritque

qui valor ipfius P fi cum fiiperiori comparetur , habebitur

erunt ergo omnes coefficientes= i , ideoque produdlum pro-

pofitum P evolutum dabit Seriem geometricam

I + H" ^* 4" x' + X* + + X* 4" ''^^ 4" f

52p. Cum igitur hie omnes ipfius a: Poteftafes ,
fingul^que

femcl occurrant, ex forma produdi (iH-x)(i +x^)(i+Ar'^) &c.,

fequifur, omncm numerum integrum ex terminis progrcffionis

Y.\^tiihitrodHcl.mAttAl.irtfin.parv» Mm gco-
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Lib. 1. geometrical duplx i, 4,4, 8, 16,^2^ &c. , diverfis per

additioncm fomiari polTc ,
hocque unico modo. Nota ert

hcec proprietas in praxi ponderandi , fi enim habeantur pondeia

I, 2,4, 85 32, &c. , libraium ; his folis ponderibus om-

nia onera ponderari poterunt , nifi partes libra* requirant. Sic

his decern ponderibus , nempe i tfe
> 2 , 4 it

, g , 16 ^ ^

32ife, 54 tb, 128^3 256ft., 512 ib, omnia pondera ufqiie

ad 1024^5 librari poflunt , & li unum pondiis 10241b, ad-

datiir omnibus oncribus ufqiie ad 2048 ib
,
ponderandis fut-

ficicnt.

330. Oflendi autem inllipcr folet in praxi ponderandi pau-

cioribus ponderibus
, quje fcibVct in rarione gcomciTica tripla

progrediantur , nempe i, 3 , 9, 27, 81 5 &'c , hbrariim pa-

riter omnia onera ponderari poflc , nifi opus fit fra(ftionibiis.

In hac autem praxi pondera non fohim uni lanci , fed amba-

bus, uti necelTitas exigit , imponi debent. Nititur ergo ifta

praxis hoc fundamenro , quod ex terminis progrc^fionis geo-

metrical triplje I, 3, 9, 27, 81, &c. , diverfis Temper fii-

mendis per additionem ac fubtractioncm omnes omnino numeri

produci queant ; erit fcilicet.

I = 1 9
— 3— I 9 = 9

2 =^ 3 — I 6= 9— 3 10 = p 4- I

t —
3 9 — 3 + I I I — 9 4-3 — I

4 = 3 4- I 8= 9— I I 2 = P 4- 3

&c.

331. Ad banc veritatem oftendendam confidcro hoc pro-

dudlum infinitum

(x '4-1 4-x')(x ^4- 1 +x^)(x ^+i+/x^ ''^4_i4-/^; &c.

quod evolutum ah'as non dabit Poteflatcs ipfius ^, nifi qua-

rum ExponeiUes formari poffint ex numeris i, 3, 27, 81, &c.j

five
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five addendo five fubtrahendo : num vero omncs Poteftatcs pro- C

deant 5
fingulxque femel, fic explore. Sit ^

F^=&c.'\-cx +bx -jrax + I +«^* +7^^' +
Jbc*+ f 4- &c. ,

manifcftum vero eft, fi loco x fcribatiir, turn prodire

—
: hx ax 4-1+ + Sjc* + yx^+ &c.

.

—
' I 1

^

X 4" 14-''^

Hinc igltur reperitur P = &c.

4^flx *4-<?^ ^4"'^^ *4' ^ ' 4" 1 4" 4- flwc^4" «^'4" «^'*^'+

4- € X* 4- e x^ 4- &c.

,

qusB exprcflio cum afiiimta comparata dabit

4= 1,^=4, == ^2 , = 4 , f= ^ 5 &C. .

Hinc itaque erit

p= i4.x 4.x*4-x'4-5«:*4-x^4-x^4-x7 + &c.

4"^ 4"x 4~^^4~^*4"^^4"^' 4"^^4- ,

undepatet omnes ipfius x Potcfiates, tarn affirmativas qiiam ne-

garivas, hlc occurrere, atque adeo omncs numeros cx tcrminis

progrefiionis gcometricie triplje, vcl addendo vcl fubtrahendo ,

formari pofle s & unumquemque numerum unico lantum modo.

M m 2 ^. CAPUT



LiB.L CAPUT XVII.

De uju Smcrum recurrentium in radicibus aqua-

tionum indagandis,

332. T Ndicn vit Vir Celeb. Daniel BERNOULLI Infigncm

JL urum Sericrum recurrentium in inveftigandis radicibus

squationiim cujufvrs gradus , in Comment. Acdd. Fetropol. Tomo
Ill.y ubi oftendic , queinadmodum cujufque arquationis algebrai-

cal , qiiorcunque fucrit dimenlionum , valores radicum veris

proximi ope Serierum recurrentium affignari queanr. Quae

inventio , cum fepenumero maximam afferat utilitatcm , earn

hie diligentius expiicare conftitui, ut intelligatur , quibus ca-

fibus adhibcri poflit. Interdum enim prxter expediationem

evenit , ut nulla a?quationis radix ope htijus method! cognofci

qucat. Q^iocirca , ut vis hujus methodi clarius perfpiciatur ,

ex proprieratibus Serierum recurrentium totum fundamentum

,

quo nititur, contcmplemur.

333. Qiioniam omnis Series recurrens ex evolutione cu-

jufdain fra<5tionis rationalis oritur, fit ifta fra<5lio

a + hz+ cz"- -h dz^ + f 4- &c.

I c(A Qz"- y c^Z-* &C.
'

unde oriaiur fequens Series recurrens

A + Bz + Cz,' + Dz' + Ez^ 4- Fz' + 5cc. ,

cujus coefficientes y^, B, C, D, &c. , ita determinantur

ut fit
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A == a C

B aA + l>
^

C =^ ccB -h c
~"

D = tC + + yA + d
E =^ ctD + i^C + yB + e

&c.

Terminus autcm gcneralis, feu coefficiens Poteftatis , in-

venitur ex refolutione fratflionis propofitac in fradiones fim-

plices 5 quarum denominatores lint Fa(5lores dcnominatoris

I — dz. —~ — yi» — &c., uti (C^/. XIII. ) eft

oftenfum.

334. Forma autem termini generalis potifTimum pendet ab

indole Fadlorum fimplicium denominatoris , utrum fint reales

an imaginarii , & utrum fint inter fe inrequales & eorum biri

plurefve arquales. Quos varios cafus ut ordine percurramus,

ponamus primum omnes denominatoris Fadores fimplices cum
reales efTe turn inter fe injcquales. Sint ergo Fadores fimplices

denominatoris omnes (i— —^2^) (i—r^j (i—z^) &c.

,

ex quibus fradio propofita in fequentes fraftiones fimplices re-

folvatur — j
^— H — H ^ + &c. . Qui-

bus cognitis erit Seriei recurrentis terminus generalis =
( A/4-B/ + Cr''4-D/ + &c. ), quern ftatuamus

= J fit fcilicet P coefficiens Poteftatis z!^ , fequentium-

que R , Sec. , ira ut Series recurrens fiat

A-hBz,-tCz'-^Dz,'-\- + F^" + 05"+' 4- i?^'"^^ +
&c.

33^. Ponamus jam n cfTe numerum maximum, feu Sericm

recurrentem ad plurimos terminos effe continuatam ; quoniam

numerorum ina^qualium Potefbtes eo magis fiunt inecquales ,

quo fijerint altiores i tanta erit diverfitas in Potefiatibus^^

M m 3 A/
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M

" A p' , V) q .Q^r^
-i
&c. J ut ca 5

quee oritur ex maximo nume-

rorum /». ^ , ^5 &c. , reliquas magnlrudine longc ^:.lpc^ct^ prae

eaque reliqua^ penitus evancfcant , li n fuerit numcrus plane

infinite magnus. Cum igitur numcri p, ^, r ^ Uc, fint inter

fe inasqualcs, ponamus inter eos p effc maximum j ac propte-

rcaj fi « fit numerus infinitus , fiet P= hf j fin autcm n fit

Humerus vehemenrcr magnus erit tantum proxime F= hp' .

Simili vero modo erit Q^~- Kp^"^^ ^ ideoque ^r=p, Un-

depatetj fi Series recurrens jam longe fuerit produ(5la , cocffi-

cientem cujufque termini per pra?cedentem divifum proxime efife

exhibiturum valorem maximjE litter^e /.

335. Si igitur in tradione propofita

a '\- hz -ir cz"- Az^ + &c.

I ctz yZ^ iz^ &C.

denominator habeat omnes Fadtores fimplices rcales & inter

fe inaequales , ex Serie recurrente inde orra cognofci poterit

unus Fador fimplex , is fcilicet i — p z , in quo liitera p om-
nium maximum habet valorem. Neque in hoc negotio coef-

ficientes uumeratoris a, c , d. &c. , in computum ingre-

diuntur, fed quicunque ii ft^atuantur , tamcn denique idem ve-

rus valor litterae maxima; p invenitur. Vcrus quidem valor

ipfius p turn demum innotcfcit , quando Scries in infinitum

fuerit continuata ; interim ramen fi jam plures ejus termini fue-

rint fbrmati , eo propius valor ipfius p cognolcetur
,
quo ma-

jor fuerit terminorum numerus, & quo magis littera ifia ex-

cedat reliquas ^, r, s. Sec: perinde vero cfi utnim hxc ma-

xima littera p fuerit figno an figno — afFtdla ,
quoniam

ejus Potcftares ceque incrcfcunt.

337. Qviemadrnodum nunc hxc invcfl-igario ad inventio-

nem radicum a^quationis cujufvis alecbraics accommodari pof-

fit.
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fit , fatis eft perfpicuum. Ex Fadoribus enim dcnominatoris ^ ^

I — ctz — Qzz — yz.^ — J'z^ — &c. ,
cognitis facile

aflignantur radices a;quationis hujus

I *z ya' — <^z*—- &:c. ='0 ,

ita ut , fi Fador fiierit i — /» « , hujus jequationis radix una

fiitura C\t z:=^ ~. Cum igitur ex Serie recurrente repcria-

tur maximus numerus p , indidem obtinebitur minima radix

^quationis I — ctz— i^z^— yz^ — &C. = o. Vel, fi

ponatur 2: = ut prodeat ha?c xquatio

ni rn 1 - m 2 m— 3 oX etx l^x yX ^ &c.= 0,

cjufdem methodi ope eruitur maxima hujus a^quationis radix

338. Si igitur proponatur cequatio ha?c

m m—-I - w—2 m 3 „ ^X — ax — G X —yx — &c. == o ,

qux omnes radices habeat reales & inter fe Inaequales , harum

radicum maxima fequenti modo rcperietur. Formetur ex coef-

ficientibus hujus a?quationis fradlio

C** yz' &c.

Hincque formetur Series recurrens , afTumendo pro arbitrio

numeratorem , feu , quod eodem redit , alfumendo pro libitu

terminos initiales
;

qu^r fit

A^B%+Cz' + Dz' + + Pz!'-\-Qs'^'^

dabitque fradio ~ valorem radicis maximje x pro a^quationc

propofita, eo propius, quo major fuerit numerus n.

EXEM-
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Lib. L ExemplumI.

Sit propofitit tjla afjuatio x x — 3 x — i == o , cujus ma"

ximam radicem mveniri oporteat.

Formetur fra^lio — ^ ^j^j^ pofitis duobus pri-

mis terminis 1,2, orietur ifta Series recurrens

I) 2j 7' 23, 75, 251, 825>, 2738, &c. ,

crit ergo proxime fequalis radici gcquationis propofitat

maxima?. Valor autem hujus fradionis in partibus decima-

libiis exprefTus eft

3, 3027744

aequationis vero radix maxima eft = ^ =
3 > 3027755,

qux inventam fuperac tantum una parte millionefima. Cete-

rum notandum eft fradtiones alternatim vera radice efTe

majores minores.

EXEMPLUM II.

Fropofiu fit ijla Aquatio 3X— 4X^ = cujm radices

exhihent Sinus trium Arcuum , quorum triflorum Sinus ejl= -i-.

^.]natione perdiicla ad banc formam o =1 — 5Ar^-f.

gx' 5 quccratur hujus j ut in numeris intcgris mancamus , ra-

dix minima , ita ut non opus fit pro x ponere . Forme-

tur ergo hafc fradio

cx qua fumcndis pro lubitu tribus terminis initialibus o, o , i

,

quia
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Cfuh hoc tnodo calculus facilliine cxpeditur, orietur hxc Se- Cap.
rics recurrens , omittendis potcftatibus ipfius x quia tantum X V 1 1.

coefficientibus opus eft,

oioj 1 y 6i 35j 208 > I2 00;59i2j ^pgoS > 229248.

Erie ergo proxime sequationis radix minima = ^9SoS _
= o, ij^e^JS 3 qua? propterea effe deberet Sinus anguli

10°; hie autem extabiilis eft o, 1735482, quern fuperat radix

inventa parte——— . Facilius autem hajc eadem radix in-
* I 0000000

veniri poteft ponendo x == y , ut prodeat xquatio i
—

Sy^+y^ = o , ex qua fimili modo tra(5^ata oritur Series

o 3 o, I, 3, p, 26, 75", 216 i 52 2, 17P1, J 1 5:7 &c.

,

erit ergo proxime aequationis radix minima = 179

1

— o,3472i?49, unde fit >r= i_^=:o, 1736^79, qui
> 73

^

valor decies propius acccdit quam prarcedens.

EXEMPLUW III.

Si defideretur ejufdem ^quationis pr&pojitdt = 1— ^x^t^-f*

gx' 5 ?M4xima.

Ponatur x= , eritque >k— 3^ + 1 == o. Cujus

aequationis radix maxima reperietur per Seriem recurrentem

cujus fcala relationis eft o, 3,— i, unde ergo oritur, fumtis

tribus terminis initialibus pro arbitrio,

I , 1,1. 2 J 2, 5,4, 13, 7, 3 J, 8, p8, — II , &c.,

in qua Serie cum ad terminos negativos perveniatur, id indi-

cio eft maximam radicem eflc negativam , eft cnim x ==—
Euleri Indroduil. in Anal, infn.parv, N n fiH'



2g3 DE USU SEIIIEIIUM F^E C U K^EM T I UM
Lib. I./^. 70* = — 05 9^96926. Qiiare hujus ratio in termlnis

initialibus eft habenda, hoc modu

I—2-1-4— 7-h 1
4— 25+4P— 894-17^— &c.

,

ex qua erit y == 3^5
^ ^ ~ — ° 3P57> 4"* ^

veritate vehementer abludir,

335?. Ratio hujus diflenfus potiflimum eft, quod sequatio-

nis propofitje radices fint 10°
, Jin. 50° , &— 70', qua-

rum bina: maxim^e tam parum a fe invicem difcrepanc, ut in

Poteftatibus , ad quas Sericm continuavimus , fccunda radix

Jin. 50° adhuc norabilcm rencat rationem ad radiccm maxi-

mam , ideoque prce ea non cvancfcant. Hincque etiam faltus

pendet , quod alternatim valores inventi fiant nimis magni &
nimis parvi : Sic , fumcndo

i7» 172 8^

Nam J
quoniam Poteftates radicis maxims aiternatim fiunt af-

firmativ^c & negaiivsc , alternatim quoque Poteftates fecunda;

radicis adduntur & toUuntur : quamobrem , quo hxc difcre-

pantia fiat infcnfibiiis , Series vehementer ulterius debet con-

tinuari.

340. Aliud vero remedium huic incommodo affcrri po-

tcft: 5 tranfmutando a'quationem ope idonex fubftitutionis in

aliaoi formam , cujus radices fibi non amplius fint tam vicinjc^

Sic J fi in aequatione o= 1 — -{-%x^ cujus radices funt—
fm. jo" , + fiK. 50", +Jin. 10°

, ponatur ,v — i , 2equa-»

tionis o= 87^— i(:^yy -f- i %y— i radices erunt i — Jin. 70 "j*

T -\-fin. 50"; I +Jin. 10°
i ideoque ejus radix minima erit i

—
Jin. 70°, cum tamen hcec/-^.7o° eftct radix maxima cequationis

praecedentis i atque i+Jin.^o" nunc eft radix maxima, cum
]}».$o° ante eftct media. Atque hoc modo qua; vis radix per

fubftitutionem in maximam minimamve radiccm nova? ^qua-

tionis tranfoutari, ideoque per methodum hie tradicam invcniri

poterito
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poterir. Qiiia prarcrea in hoc excmplo radix i — 70° Cap,

multo minor eft, quam binae reliqux , etiam facile per Seriem ^ ^

recurrentem proxime cognofcetur.

E X E M P L U M IV.

Invenire radicem minimam aquationis o == — 24yy +
8y— I ,

quA ab unitate fHbtra6ia relinquet Simm anguU 70*.

Ponatur y= — «, ut fit o=:=:2,'— d-c^+ p^— ij cujus

radix minima invenietur per Seriem recurrentem , cujus fcala

relationis eft ^, —- 5, + i, pro radice autem maxima inve-

nienda fcala relationis fumi deberet 6,— P> +1. Pro mi-

nima ergo formetur hsec Series

1 5 I J 1 5 4j 3 1 J 255, 2122 5 I75P3 ; 1458^1 <3<:c.,

erit ergo proxime z, =
£^^^^

= o , 1 20^1483 a, y

Oj 05030741 , atque fm. 70* = i — ^'=0, 5>3P<?9 2 58, qua?

a veritate ne in ultima quidem figura difcrepat. Ex hoc ergo

exemplo intelligitur quantam utilitatem idonea transformatio

a-quationls ope fubftitutionis ad inventionem radicum afferat,

& quod hoc pado methodus tradita non folum ad maximas
minimafve radices adftringatur , fed etiam omnes radices exhi-

bere queat.

341. Cognita ergo jam quacunquc ^quationis propofitae

radice proxime , ita ut , verbi gratia , numerus /' quam mini-

mc a quapiam radice difFerat , ponatur x— k ==) leu x=
y + i 3 hocque modo prodibit sequatio , cujus radix minima

erit = X— ^
5

quae igitur fi per Series recurrentes indage-

tur , quod facillimc fiet , quia ha^c radix multo minor erit

,

quam ceter^e, fi ea ad ^ addatur habebitur radix vera ipfius

X
5 pro sequatione propofita. Hoc vero artificium tarn late

patet J
ut etiamfi sequatio contineat radices imaginarias , ufum

fuum retineat.

342. Imprimis autem fine hoc artificio radix cognofci ne-

N n z quit.
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Lib. I. quit, cui datur alia xqiialis fed ligno contrario alFe(fla. Sciii-

cet, fi sequutio cujiis maxima radix/', eadcm radiccm habeat

ttimjCtiamii Series rccurrens in infinitum continuetur,

tanien radix ha?c p nunquam obtincbitur. Sit , ur hoc excmpla

illuftrcmus, propolica a?quatio — — <{x + 5=0, cujus

maxima radix eft y/^ , prafter quam vcro ineft quoque —Vj.

Si igitur modo ante pra^fcripto , pro radice maxima invenien-

da , utamur ,
atque Seriem recurrentem formcmus cx fcala re-

lationis i , + 5 , — 5 j ^"'^

1 , 2 5 3 > 13 , 38, 53, 188, 313, ^38 > 15^33 occ,

ubi ad nuliam rationcm conftantem pervcnitur. Termini vcro

altcrni rationem ^equabilem induunt , quorum fi quifque per

prarcedentcm dividatur , reperietur quadratum maxima: radicis ,

he enim eft proximc 5 == ^=^= C4t?o"cs ergo313^08 "3

termini tantum alterni fefe ad rationem conftantem componunt,

toties quadratum radicis qureHtcE proxime obtinetur. Ipfa au-

tem radix x= \/ 5 invcnitur ponendo x =y + 2 unde fit

I— 3^— ^yy— o , cujus radix minima cognofcetur ex

Seric

i> 1 .
ij^) 33 > 14^3 609, 2585> 10^455 >

erit enim proxime = =0, 2361. at 2, 2351 eft pro»

xime = V 5 j quje eft radix maxima *equationis.

343. Quanquam numerator fradionis , ex qua Series recur-

rcns forraatur , a noftro arbitrio pendet , tamen idonea ejus

conftitutio plurimum confert , ut valor radicis cito vcro pro-

xime exhibcatur. Cum enim afllimtis, iit fupra, Fadoribus de-

nominatoris (334.)3 fit terminus generalis Serici rccurrcntis=
( A/>^'+ B ^'^4- Cr" + &c. ), ifti coefficientes A, B, C,

&c. , per numerarorem fira-flionis detcrminantur ; unde fieri po-

teft, ut A (ivc n^agnum five parvum valorem obtincat: priori

cafu ladix maxima p cito reperitur , pofteriore vero tarde.

Quia eciam numerator ita accipi poteft ut A prorfus evaneicar

quo
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quo cafu , eciamfi Series in infinitum continuetiir , tanncn nun- Cap.

quam radiccm maximam /> prjcbebit. Hoc autem evenit fi nu-

merator ita accipiatur, ut ipfe eundem habeat Fa»5torcm i-

—

^z, fic enim cx computo penitus tolletur. Sic, lipioponatur

iequatio at' — 6xx 4- lox— 3= o, cujus iraxima radix eft

== 3 J indcque formeiur fradio

I — 32
I ' 6z + 10:^ 3:^'

ut Seriei recurrentis fit fcala relationis 6 , — 103 + 3

14-3,85 2ij 55> 144' 377' ^c.

3

cujus termini prorfus non convergunt ad rationem , i : 3 . Ea-

dem enim Series oritur ex fradione ^—— , ac proptcrea

maximam radicem aequationis a:* — 3^4-1= o exhibet.

344. Quin etiam numerator ita aflfumi poteft, ut per Se-

riem recurrentem qua-vis radix ^quationis repcriatur, quod fiet

fi numerator fuerit produ^lum ex omnibus Fadoribus denomi-

natoris praeter eum , cui refpondet radix quam velimus. Sic,

fi in priori exempio fumatur numerator i— ^z-{-zz., fraclio

i , dabit banc Scriem recurrentem i , 2,
I 6z + loz'' — 3^

p , 27 , 8 1 ^ 243 , &c. 3 qua? , cum fit geometries, ftatim monftrat

radlcem >f= 3. Fradio enim ilia iequalis eft huk fimplici

^ — . Hinc apparet , fi termini initiales , quos pro lubi-
I ' ^Z

tu alfumere licet , ita accipiantur , ut progrellionem geometri-

cam conftiruant , cujus Exponcns jcquetur uni radici seqnatlonisj

turn totam Seriem recurrt-ntcm fore geometricam , ideoque earrr

ipfam radicem efte exhibituram , etiamfi neque fit maxirta ne*

que minima.

345. Ne igitur , dum qu^rimus radicem vel maximam vcl

minimam
,

prater expedationem nobis alia radix per Scriem

recurrentem exhibeatur, ejufmodi numerator debet eligi
, qui

N n 3 emu



Lib. I. cum denominatorc nullum Fadorcm habeat communem
, quod

fict fi pro numeratdre unitas accipiatur , unde terminus primus

Scriei crit i , ex quo Tolo fecundum fcalam rclationis fe-

quentes omncs definiantur. Hocquc mode Temper ccrte radix

a?quarionis vel maxima vcl minima, prout fuerit propofitum,

eructur. Sic, propofita arquatione ^ — 3^4- i =0, cujus

radix maxima deiidcratur , ex fcala relationis 0,4-3} — ^

incipiendo ab unitace fequens oritur Series recurrens

I — 04-3 — i-hp— 64-28 — 274-90 — I op 4- 297— 5174-1000 — 1 848 4- 3 5^ 1 7— ^544 + ,

qux manifefto ad rationcra conftanrem convergit , oftcnditquc

radicem maximam cfle ncgativam
,
atque proxime;'= ^^^^^

3)^7

= —^ I J 860575, qu^ cfTe debebat = — i , 857P385:2.

Ratio autem flipra eft allata , cur tarn Icnte ad verum valorem

appropinquetur, proptcrea quod altera radix non multo fit minor

maxima , fimulque fit affirmativa.

345. His probe pcrpenfis, qua; cum in genere turn ad excm-

pla allata monuimus , fijmma utilitas hujus methodi ad invefti-

gandas a^quationum radices luculenrcr perfpicietur ; artificia ve-

ro , quibus operatio contrahi , eoque promtlor reddi queat ,

latis quoque funt indicata j ita ut niiiil infuper addendum effet,

nifi cafus > quibus a^quatio vel radices habet cequales vel ima-

ginarias , evolvendi fuperefient. Ponamus ergo denominato-

rem fradtionis

hz + cz^ + dz} 4- &c.

I az. ^2,* yz^ — &c.

habere Fadorem (i—p^Y > reliquis Fadoribus exiftentibus

I-— ^2., 1— rz, See, Seriei ergo recurrentis hinc nat^e

terminus generalis erit = 2:'^
( (» 4- 1 ) A/'^ 4- B/*^ 4- C 4-

&c. ) , qua: cujufmodi valorem fit adej^tura , fi n fuerit numerus

vehcmen-
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vehementer magnus , duo cafu^ funt diftinguendi , alter quo /"Cap.
eft numerus major reliquis f, y*, &c. , alter quo / non prnebctX VII.

radicem maximam. Cafu priori, quo/ fimul eft radix maxima,

ob coeflicientem (^-f-i) reliqui termini B/'^.+ C^'^ &c. ,

non tam cito prs eo evanefccnt , quam ante : fin autem ^ fuc-

rit > / , turn quoque tarde terminus {n-\- i ) A/^ pr« B^*^

cvanefcet , ideoque inveftigatio radicis maximse admoduai eva-

det molefta.

ExemplumI.
Sit propofita inquatio x— 3 x x + 4= o , cujus maxima ra-

dix 2 bis occurrit.

Quxratur ergo maxima radix hiec modo ante expofito per

cvolutionem fradionis

I — 3 2 4?,'

qusE dabit banc Seriem recurrentem

I5 35 23 , 57, 13 J , 313, 711 5 1JP3 , &-C.,

ubi quidem quivis terminus per pra?cedentem divifus dat quo-

tum binario majorem. Cujus ratio ex termino general! facil-

lime patet, rejeiflis enim in eo terminis B/^ Qq* &c. , erit

ternninus poteftati z!^ rcfpondens = (»4- 1 ) A/»^ + B/", fe«

quens= \-i)Ap^'^^ -J- B/^ qui per ilium divifus dat

(«4-2)A4"B T • . . c '

7—

—

X ,

'

P'> P t mil » jam m innnitum excreverir.

Ex E M-
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^E x E M P L U M II.

<SV/ Jam propofita xquatio x X— 5 x— 3 = o . cujns

maxima radix =^ 3 ,
reliqudt du^ aq11ales = — i , & quje-

ratur maxima radix ope Scrlei rccurrentis , cujus fcala relatio-

nis eft I J + J >
-4- 3 J unde oritur

ij 6, 145 47j 135, 41^5 12X8, &c.,

qii^ ideo fatis cito valorem 3 exhiber, quod Poteftates mino-

ris radicis — i , etiamfi multiplicenrur per -f- 1 5 * tamen mox
prse Poteftatibus ipfius 3 evanefcanr.

EXEMPLUM III.

Sin autem proponerctur oequatio x' -{-xx— Sx — 12=0,
cujus radices funt 3 ,

— 2 ,
— 2 , multo nrdius maxima

fefe prodet. Orictur enim ha:c Series

i> — i> 9, — ^ . 65, 3, 457' 3473 3 345' 45^15 > ,

qua: adhuc longllfime contlnuari dcberet , antequam pateret

,

radiccm inde oriundam clTe =3.
347. Simili modo fi tres Fa6lores effent Jtquales , ita ut de-

nominatoris Faiftor unus eflet (i

—

p^Y y reliqui i — ^.2;,

I — rz.^ &c. J Seriei recurrentis terminus gcneralis erit =
C Z +(«+i)B/ +C/ 4-Cr&c.)

Si ergo p fuerit maxima radix, atque n fuerit numerus tantus,

lit Poteftates , &c. prje / " evanefcant, turn ex Serie

rccurrente orietur radix =
1(^ + 2)C^ + 3)A4-C^ + 2)B4-C
K« + i)(» + 2)A4-(^-hi ;B -t-C^'

quiK, ni(i fit n numerus maximus & quafi infinitus, verum ip-

fius
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(ius P valoicm indicablt. Erit autem ifte radicis valor = f + Cap.
XVII.

^
(^+ 2; A+-B

i(»-i-i)(»i-2)Ah(«4-i)B-i-C^*

Quod fi autem /> non fuerit radix maxima , tum inventio ma-
xime muko magis adhuc impedictur ; unde fequitur arquatio-

nes, qua? contineant radices aequales, hac methodo per Series

recurnentes multo difficilius refolvi , quam fi omnes radices ef-

fent inter fe inaequales.

348. Videamus nunc quomodo Series recurrens in infinitum

continuata debeat efTe comparata , quando denominator frac-

tionis habct Fadores imaginarios. Sint igitur ftadionis

I ee,Z—• Q y z* d z"^ &.C.

Faftores denominatoris reales i — ^z;, i — rz^ &c. , infu-

perque Fadtor trinomialis i — ipz.cof.<p +ppz.z continens

duos Faftores fimplices imaginarios. Quod fi ergo Series re-

currens ex ilia fi-adione orta fuerit

A + Bz+Cz' + Dz.' + +P2,« + Q^'^+'
,

erit, per ea quae fupra expofuimus, coefficiens P=
fin. <p / / • • o

Humerus / minor fuerit, quam unus ceterorum ^, r, &c.

,

ita ut maxima radix cequationis

X ttX Q X yx ^ &C.= O ,

fit real is , tum ea per Scries recurrentes seque reperietur , ac fi

nulleE radices inefient imaginari^e.

34<?. Inventio ergo maxima radicis realis per radices imagi-

narias non pcrturbabitur , fi hx ita fuerint comparata? , ut bi-

narum , quse Fadorem rcalem componunt , produ6:um non fit



290 DE USU SEI{,IEI{VM B^ECU F{^IiE M T I UM
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infint radices Imaginariae , ut earum produc^lum adaquct vel

adeo fuperet quadracum maximce radicis realis , turn invefnga-

tio ante cxpofita nihil declarabit, propterea quod Poteftas

pra; fimili Poteftate radicis maximar nunquam evanefcit
,

ctiamfi Series in infinitum continuetur. Cujus exempla iliuftra-

tionis caufa liic adjicere vifum eft.

EXEMPLUM I.

5V/ propojita xquatio x* — 2X— 4= o , cujus radicem ma-
ximam mvejl'tgari oporteat.

Refoivitur h^ec ^quatio in duos Fadores (.v— 2) (^xx-^-

2Ar+ 2 ) ; unde unam habet radicem rcalem 2 & duas reliquas

imaginarias , quarum produdum eft 2 , minus quam quadratum

radicis realis. Quam ob rem ea per modum hadlenus traditum

cognofci poterit. Formetur ergo Series recurrens ex fcala re-

lationis o , + 2 , 4- 4 j quae erit

1,0,2,4,4, ^4 J 4B 5 112, ip2 5 415, 8j2, &c.

,

Unde fatis luculenter radix realis z cognofci poteft.

EXEMPLUM II.

Vropofna fit diquatio x' — 4XX 4- 8x — 8 = o , cujus rddi^e

una realis ejl 2 , hinarum imaginariarum produ6ium vero = 4 ,

ideoque aquale quadrato radicis realis 2.

Qii^cramus ergo radicem per Scriem recurrcntem , quod quo
facilius fieri queat , ponamus x = 2^, ut habeatur —
27^ 4- 27— 1=0, unde formetur Series recurrens

I, 2,2, I, o, o, I, 2, 2, I, o,o, I, 2, 2, I, &c.

,

in qua cum iidem termini perpetuo revertantur , nihil inde

aliud
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aliud colligi poteft , nifi ladicem maximam vel non effe rea- C

lem , vel dari imaginarias , quarum produ6lum acquale fit aut fii- ^ ^

peret quadratum radicis realis.

EXEMPLUM III.

Sit jam propofita aquatio x ' — 3 x x 4 ^— 2 = o 3 cujm

radix realis ejl i , imaginariarum vero produ^um = 2.

Formetur ergo ex Icala relationis 3 , — 4. , + 2 j Series

i>35 5> ij

—

1> — 15* — 15.—J + I5 33> ^5' ^J' i>

in qua cum termini modo fiant affirmativi , modo negativi ,

radix realis i inde nuUo modo cognofci poterit. Hujufmodi

vero rcvolutiones Temper oftendunt radicem , quam Scries prjE-

bere debebat , effe imaginariam ; hie enim radices imaginari«

poteftate funt majores quam realis 1.

3^0. Sit igitur in fi:a(ftione generali produdtum binarum ra-

dicum imaginariarum pp majus quam ullius radicis realis qua-

dratum , ita ut prac f reliquar poteftates r" , &c. , eva-

nefcant fi » fit numerus infinitus. Hoc ergo cafu fiet P=
Jin. <p / 5 W

y„^_ ^ P

expreflio nunquam valorem conftantcm induet, etiamfi n fit

numerus infinirus. Sinus enim Angulornm pcrpctuo maxime
mancnt mutabiles , ita ut mox fint affirmativi mox negativi.

351. Interim tamen fi fi-adiones fequentcs ~ , — fimili

modo fumantur ,
indeque litterte A & B climinenturj fimul nu-

merus n ex calculo egrcdietur ; repcricrur enim Ppp -\- R==

2 Qp. co/.cPi unde fit fof. <p = ^^P"^^
- fimilitcr vero erit

O O 2 fo/!<P=z
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fof <P = ^^2^^ * quorum duoruin valorum compa-

ratlone fit / == V f » ^^^"^ '^'^^ ^ =
2 ^( ( _ 55;- Q-Uam Ob rem fi Scries recurrens

jam eo ufque fuerit continuata , ut prse reliquarum radicum

Poteftates evanefcant , turn hoc modo Fador trinomialis i—
ifz.cof(^ + pp^z, poterit inveniri.

352. Quoniam ifte calculus non fatis exercltatis moleftiam

creare po/Tct, cum totum hie apponam. Ex valore ipfius in-

vento oritur A F.p.Jin. (»+2)4'4-B Pp.Jin. + 1 ) 4>=
AQ.fin.(^n+ I ) 4) + B Q.fm. n(p, unde fit

—-— =
i. r^- f"'!^. ^"n 9' t 'i^^ , ^ - ParirationeeritA =
n ^ f\. ^ » -L- o ^ ^—- r /

—r~rr^ * Jequaus his duobus

valoribus fiet

o^Q Qp.fm. ni^.fin. + 3 ) 4)— Q ^-fin. n^.fin.{n-k-2^<^—
?Qjp.firi.(^n\-\^<^.fin/^n-ir^^<p~QQ^p.fm.^^

QR.fm. (»-hi)c^).//?. 1)4) + l'Qpp.fm.(n-\ri)<p.fi».(»-{-2)<p,

Cum autem fit fm.afw.b= — . cof.(a—b) cof. (4+ h)

PQpp'^i'^i — cof. 20) qux per divila dat

( Ppp. -^R){i—~cof,20)= Qp. (^cof.<^>~~ cof.^(p^. At eft

C0f.<:p z= cof:z<p.cof.<^> +fm, 2(p.fi>9.(p & coj:^<p~ Cof.2(P.C0f.<0
—

fin.2<pfin.(^. undc cof.<p — fof^cp r=z ifm.2(PJin.(p— /^fm.<P^X
cof.0 8c I — ca/:<P = 2/«.4)^ ex quo crit Ppp + 1? ==

fuperiorcs:



IN B^ADICIBUS M^VAriOK. INDAGAND. 293

D n Qn Cap.
fuperiores valores prodeunt , fcilicet p= V _^̂ Sccof(p^ X V li

Q^K— PS

5^3. Si denominator fradionis , cx qua Series rccurrcns

fonnatur , plures habeat Fadores trinomiales inter fe asquales,

tuni, Ipetftata forma termini generalis fupra data , patebit inven-

tioncm radicum multo magis fieri incertam. Interim tamcn Ci

una qiiaeciinque radix realis jam proximc fuerit deteda, turn

sequationis transformatione Temper valor ejufdem radicis multo

propior eructur. Ponatur enim x squalis valori illi jam de-

tedo +y ,
atque nov^e aequationis quasratur minima radix pro

y , qu^e addita ad ilium valorem pra:bebit verum ipfius x va-

lorem.

EXEMPLUM.
Sit fropojita ijla Aquatio x '— 3xx -f- 5X— 4= o ,

cujm unam

radicem fere ejfe = i mde conjlat , quod^ fofito x= i , prodit

x'— 3XX+ 5X— 4=— I.

Ponatur ergo x=: i -\-y^ fictque i — ly—^'x=o, unde

pro radice minima invenienda formetur Series rccurrens, cujus

icala rclationis 2 , o , + i , quas erit

1 5 2, 4, 9, 20, 44 J P7 J 214 J 472 , 1041 , 2196 5 &c.,

unde radix minima ipfius y erit proxime 453397'

ita ut fit X = 1 , 453397. qui valor tarn prope vix alia me-

thodo a-que facile obtineri poterit.

354. Quod fi autem Series qujecunque recurrens tandem

tam prope ad progrcffionem geometricam convergat , turn ex

ipfa lege progrcfiionis ftatim facile cognofci poterit , cujufnam

aequationis radix fit futura quotus qui ex divifione unius ter-

mini per pr«ecedentem oritur. Sint

O o 3 P,Q,
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termini Seriei recurrentis a pnncipio jam longlffimc rcmoti ,

ita ut cum prog'-eiTione geometrica conFLiiidantur j iicque T==:
ccS + <^R-{- yCl.+ ^P, Teu fcala reladonis «, +C,

Ponatur valor fraitionis ==x; erit =xx i
-— =:a;' &

r r r

==a;'^, qui in fuperiori ^quatione fubftituti dabunt
P

unde patet quotum — tandem pr.xbere radicem unam a^qua-

tionis inventae. Hoc vero & pr^ecedens merhodus indicat

,

pr^terea vcro docet fradionem ~ dare maximam sequatio-

nis radicem.

355. Poteft quoque haec methodus inveftigandarum radi-

cum fa»penumero utilitcr adhiberi , fi a^quatio lit infinita. Ad

quod oftendendum propofita fit sequatio — -= z— — -h

f- Sec. , cuius radix minima z exhibet Arcum
120 5040 ^

30° , feu Semiperipherise Circuli fextantem. Perducatur ergo

cequatio ad banc formam

I 2Z+ — + _ &c. = O.
3 60 2520

Hinc ergo formetur Series recurrens, cujus fcala relationis eft

inhnita , fcilicet

2,0, ^ , o, + ^,0, — o &c.,

eritque Series recurrens

' 3 ' 3 ' 6o~' 4^
'

crit
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crit ergo proxime &= = —^ = = 0^52355.- yv° ^ 2408. <Jo 2408.4 9532 AV
At ex proportione Peripheriae ad Diametrum cognita debcbat

cite z= o , Si3 5:p8> ita ut radix inventa tantum parte —-—
100000

a vero diTcrepet. Hoc autcm in hac aequatione commode ufii

venit , quod ejus omnes radices fint reales , atqiie a minima

reliqusE fatis notabiliter difcrepcnt. Quae conditio cum rarif-

fimc in a'quationibus infinitis locum habeat , huic methodo ad

eas refolvcndas parum ufus relinquitur.

c: A P U T X V I I I.

De fra^iombus continuis.

3f^. /"^Uoniam in praecedentibus Capitibus plura, cum de

\.J Seriebus infinitis , turn de produ6Hs ex infinitis

Fa(5loribus conflaris di/ferui , non incongruum fore vifum efl

,

fi etiam nonnulla de tertio quodam exprelTionum infiniiarum

genere addidero , quod continuis fraftionibus vel divifionibus

continetur. Qiianquam enim hoc genus parum adhuc efl ex-

cultum, tamen non dubitamus , quin ex eo amplifTimus ufus in

analyfin infinitorum aliquando fit redundaturus. Exhibui enim

jam aliquoties ejufmodi fpecimina ,
quibus iia?c expedatio non

parum probabilis redditur. Imprimis vero ad ipfam Arithme-

ticam & AJgebram communem non contemncnda fubfidia affert

ifta fpeculatioj quse hoc Capite breviter indie are atque exponcre

conflltui.

3S7. Fradionem autem continuam voco ejufmodi fradio-

nem, cujus denominator conflat ex numero intcgro cum fra-

(ftionc 5 cuius denominator denuo eft aggrcgatum ex integro

& fracftione
, qu.T porro fimili modo fit coinparata , five ifta

affcvftio in infinitum progrediatur five ah'cubi fiflatur. Hujuf-

modi ergc fradio continua erit fequens expreffio

a +
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4 + ^ vel ^+ ^

in quarum forma priori omnes fradionum numeratores funt uni-

tates , quam potillimum Iiic contemplabor , in altera vero for-

ma funt numeratores numeri quicunque.

3j8- Expofita ergo fradtionum harum continuarum forma,
primiim videndiim eft , quemadmodum earum fignificatio con-

fueto more exprelTa inveniri queat. Qux ut facilius inv^iri

poffit , progrediamur per gradus , abrumpendo illas fra(fliones

primo in prima , tum in fecunda , poft in tertia & ita porro fra-

(5lione; quo fadlo patebit fore

a = a
I ah + I

a +
h b

J ^
ah c •\- a-^ c

b-^r — + I

, I he cl + ah-^ad-i-cd-\- I

T-i. bcd+b + d

. _I
J

ahcde + abe-{-ade-{- cde+ (the a c e

b+ —r-J T bcde-^ be+ de-f-bc+i

&C.

5^p, Et(i in his fratflionibus ordinariis non facile lex, fecun-

dum quam numerator ac denominator ex litteris a,b^ c,d.

Sec. , componantur ,
perfpicitur , tamen attcndenti ftatim pa-

tebit, quemadmodum quarlibet fraclio ex pra^cedentibus for-

mari queat. Quilibet enim numerator eft aggregatum ex nu-

meratore ultimo per novam litteram mukiplicato , & ex nu-

meratorc
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meratore penultimo fimplici : eademque lex in denominatori- Cap.

bus obfervatur. Scriptis ergo ordine litteris /j, Cy d, &c. ,XV1II.

ex iis firadiones inventae facile formabuntur iioc raodo

a h c d e

I _ a
^ a b 1 _ a b c -\- a-^ c ab cd a b"^ a d c d-\- I

^ ' I * I ' bc + I ' bcd + b + d

ubi quilibet numerato.r invenitur , fi prsecedentium ultimus per

.

indiccm fupra fcriptum multiplicetur atque ad produdum ante-

penultimus addatur ; quae eadem lex pro denominatoribus va-

let. Quo autem hac lege ab ipfo initio uti liceat, prxfixi

fradtionem quse , ctiamfi e fradione continua non oriatur ,

tamen progreflionis legem clariorem efficit. Qiijelibet autem

fra(5lio exhibet valorem fradlionis continuse ufque ad earn litte-

ram, qu« antecedenti imminet, inclufive continuata.

350. Simili mode altera fradlionum continuarum forma

dabit , prout alils aliifquc locis abrumpitur, fequentes valores

A a

,c6 p ab c •\- (^a etc

'^T+T ^" + «

^ , as g a bed -f- l^ ad 'tc d_^ y ab -f" eiy

b-^ ~T-y_. bcd+ ^d Hh yb
d

&C.,

Euleri htrodu^, in Anal, infn.parv. P p quafum
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I- qiiarum fraifllonuin quseque ex binis priEcedcntibus fequentem

In modum invcnieturabed e

I a ^ ab -r- ct , ahc Qa etc
_

abcd-^- ^ad-jrctcd+ yah+ ety
' T * b~ ' hc+Q ' b~^d + ^d +yb

ct. Q y <} £

^6 1. Fradtionlbus fcilicet formandis fupra infcribantur indi-

ces ^, b, c, &c. 3 infra autem fubfcribantur indices a , €,

y, ^, &c. . Prima fractio iterum conftituatur — , fecunda
o

^ , turn fcquentium quaevis formabitur fi antecedentlum ul-

timae numerator per indicem fupra fcriptum , penultimac vero

numerator per indicem infra fcriptum multiplicctur & ambo
produdla addantur , aggrcgatum erit numerator fradionis fc-

<5uentis : fimili modo ejus denominator erit aggregatum ex ul-

timo denominatore per indicem fupra fcriptum, & ex penultimo

denominatore per indicem infra fcriptum multipHcatis. Qu«-
libet vero fradio hoc modo inventa praebebit valorem fradtio-

nis continuce ad eum ufque denominatorem , qui fradioni an-

tecedenti eft infcriptus, continuatse inclufive.

3(52. Quod fi ergo hse fradiones eoufquc continucntur

quoad fradio continua indices fuppeditet , tum ultima fradio

verum dabit valorem fradionis continua?. Praecedentes fradio-

nes vero continuo propius ad hunc valorem accedent, idco-

que perquam idoneam appropinquationem fuggerent. Ponamus
enim verum valorem fradionis continuae

atque manifeftum eft fradionem primam effe majorem

quam
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quam^f; fecunda vero minor erit quamx-; tertia4-|- ^ xv\\i
iterum vero valore erit major j quarta dcnuo minor ,

atque

ita porro hx fradiones alternatim erunt majores & minores

quam x. Porro autem perfpicuum eft quamlibet fradionem

propius acccdere ad verum valorem x quam ulla pra?ceden-

tium j unde hoc pado citiffime & commodifTime valor ipfius x

proxime obtinetur; etiamfi fradio continua in infinitum pro-

grediaiur, dummodo numeratores y, c^, &c. , non nimis

crefcant ; fin autem omnes ifti numeratores fuerint unitatcs

,

turn appropinquatio nuUi incommodo eft obnoxia.

353. Quo ratio hujus appropinquationis ad verum fradio-

niscontinuje valorem melius percipiatur, confideremus fradio-

tium inventarum difFercntias. Ac , prima quidem praeter-

milTa , differentia inter fecundam ac tertiam eft = j quar-

ta a tertia fubtradla relinquit
y^y^j^Q^

> quarta a quinta fub-

tradta relinquit 77

—

, j . ,0 . .—^3 &c. . Hinc ex-

primctur valor fraftionis continua? per Seriem terminorum con-

fuetam hoc modo , ut fit

„ 4 _L * A &c^ ^ b b{bc + Q)^ (bc+ QXbcd+Qd+yb)
*

quae Series toties abrumpitur quotics £ta6tlo continua non in

infinitum progreditur.

354. Modum ergo invenimus fradionem continuam quam-

cunque in Seriem terminorum , quorum figna alternantur

,

convertendi , fi quidem prima littera a evanefcat. Si enim

fueric

P p 2 X =



300 DEFI^ACTIONIBUS
Lib. I.

crit per ea , quse modo invenimus

,

cc at € aQy
" — -r

+ &C. .
.

(bed yb ) (bcde +Cde+ ybe~{-c^bc

Unde, fi €, y, c)^, &c. fuerint.numeri non crefcentes , uti

omnes unirates, denominatores vcro a,b, c , d, &c. numeri

integri quicunque affirmativi , valor fradionis concinuas expri-

metur per Seriem tcrminorum maxime convergcntem,

355. His probe confideratis , poterit viciflfim Scries quicun-

que terminorum alternantium in fradlioncm continuam conver-

ti , feu fradio continua inveniri cujus valor sequalis fit fummse

Seriei propolits. Sit enim propofita h^ec Series

X == A B + C — D — F-h&c,

erit ,
fingulis terminis cum Serie ex fradlone continua orta

coraparandis

A= hincquectt= Ab,

^ - ^ unde fit a
A bc+ C' A B
C ^ yb _^ cd(bc+ Z)
B bcd+Cd-^yb' ^ b(B C)

_£ ^
J'f bc-{-

, n_ Defbcd+ Cd-^yb)

C bcde-^Qdc-^ ybe-^Jbc-^l^/^ C^^-f-QCC D)
Sec.

Ar J cum fit « = j^zzTb ' +G= i ""^^
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y = (T=iyff=rr)- ^^^^^ hcd + u+yy ^^Viii.

V -rw -rr ^ -r ^XB—C) B)(B C)
'

^ ~~T7+T~ ~ B— (B— cXc— i3)
'

fimili modo reperietur £=^-^ x>)CD r ) ^^^^P^'"^^*

355. Quo ifta lex .clarius appareat, ponamiis effe

P = ^

T = bcdef + &c.

F = bcdefg 4- &c.,

erit ex lege harum expreffionum

P c + Q>

QJ + yP
Re 4- ^Q.

r = Sf+ sR
V = Tg + iS

Sec.

Cum igitur his adhlbcndis lirteris fit

— P T^~^ J^S ST
357. Quoniam ergo ponimus efie

X = A — B + C — D E —
ent

A = i cc= AP
Pp 3

Â
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A ^' A
yP. ^ ^

B il '
^"

C 5
*

_E_ £_r

&c. &c.

Porro vero differentiis fumendis habebitur

^— ^== ^JY iiT — r '

&c. &c. &c.

Si bini igltur in fe invicem diicantur, fiet

(iA--B)(:B—C)=ABcd.^ i & ^=

&c.

.

Unde, cum fit f =^ ; Qj= '^ZZTq^ a \ '

a = Ab
Bbc

A Bed
— B)(B—-c)

BCed
Cb--cxc—D)

CDef

erit

A — B
ACc d
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jv B D de Cap.— (BTL^CXC^D) XVIII.

. .
C E ef

(C DXD E)

Sec.

3^8. Inventis ergo valoribus numeratorum S) V) &c.,

denominatores ^, ^, &c. , arbitrio noftro relinquuntur

:

ita autem eos aflumi convcnit , ut , cum ipfi fint numcri inte-

gri , turn valores intcgros pro tiyQ,yjtf', dec, exhibeant.

Hoc vero pendet quoque a natura numcrorum A , B,C-, &c.,

utrum fint integri an fracti. Ponamus eflb numeros integros,

atque quajfito fatisfiet ftatuendo

^ r= I it = A
c = A — B C = B^ B — C unde fit y = AC
e = C — D ^ ^ BD
f = D E e = CE

&c. &c.

Quocirca, fi fuerit,

x= A — B -h C — D -h E — F + &c.,

idem ipfius x valor per fradiomm continuam ita exprimi po-

terit , ut fit

B
^ + 4 tTT" ^ ^ BD

3 6p. Sin autem omnes termini Seriei fint numcri fra^li

,

ita ut fuerit

habebuntur pro <tj 5, y> J", 3cc. , fequentes valores
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^
h ^ Abe cd

«i ^iG_g
^ ^ A ) i C £)'

(C B)(D C)' ' (D C)(E £))'

Ponatur ergo ut fequitur

^ = A ; ci =. I

c = B — A i € = AA
d = C — B i y =z BB
e == D — C i = CC

SCC.y

critque per fradtionem continuam

X = -tV- AA p

C—B+ £,__c+&c. ,

EXEMPLUM I.

TrAnsformetur hate Series infnita

,_i + -L_J. + i-_&c.,2345
in frA[iionem continuam.

Erie ergoy^=i, 5= 2,C:=3, Z?=4, &:c.> atque,

cum Seriei propofitae valor fit = / 2 , erit

I
I + t41+ r7ir9_i5

I +&C.

EXEMPLUM II.

Tramformetur hate Series infnita

4
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^ TTTT« Cap.
f^r- f+j--+--8cc., XVIU.

uht vr denotdt peripheriam cirentity cujm diameter ==: i , in fra^

€}ionem (ontimam,

Subftitutis loco A, B, Cy D, &c. , numcris i, 3, 5^

7, dec, orictur

hincque , invertendo fraftionem , erit

5

qux cli cxprellio , quam Brounckterus primum pro qua-

dratura circuli protulit.

EXEMPLUM III.

Sit propofita lHn Series infinita

X=S — -} 2 5^ 4- &C. y

quae, ob A= m-, B=:m+ H', C= w+2/?j &c.,inhanc
fradtionem continuam mutatur

I m m

ex qua fit, invertendo.
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W + ; .

EXEMPLUM ly.

Quonianij fupra §. 178.5 invenimus effc

TT COJ,

n

&C. 5

cnt, pro fradionc continiianda , yf= m; B= — j C=
ff-t-m; D==zn— &c. , unde fict

»i I m m—
. TT J— ^« lit f \ a

&C.

370. S'l Series propofita per continuos Fa<flores progredia-

tur , ut fit

X L_ 4. _I L_ 4.
^

Pre
A AB^ ABC ABCD ^ ABCDE '

turn prodibunt fequentes determinatlones

** = —7 ; b = r i yA'- B— 1^'
{ a — i)(c —

ft
Cd e p ef «

fiat ergo ut fequiturj
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b = A i et = I

c === B — I i C == A
d= C — I ; y = B
e = D — 1 -y 4 = C
f=zE — I ; e = D

6cc. ,

unde confequenter fiet

Cap.
XVTII

^+ K—nr ^ c

E 1+ &c.

EXEMPLUM I.

Quonlam , pofito e numcro cujus Logarithmus eft = r

,

fupra invenimus efle

4. + —; &c.,
e I 1.2 1.2.3 1.2.3,4

feu

^
s T" 1.3"^ 1.2.3 1.2.3.4"^^^''

hxc Series in fradionem continuam convertetiir ponendo

A ==1 , B= 1 3 C= ^ , D = ^, dec. : quo ergo fadlo

habebitur

' """^""^'+7+^3
1^2 + ^—

^

3 +

unde, afymmetria initio rcjedla, crit

1

I + 2 +
3 +

f + &c.

Q^q 2 EXEM-
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Inrenlmus quoque arcus , qui radio asqualis fumltuf , cod-

I . I
num effe = i — — 4 — h > —

2 2.12 2.12.30 2. 12. 30. 5^

Sec. . Si ergo fiat A= 1 , B= 2 ^ C == 12, D= $0 ,

E~ ^6 > <Scc. , atque Co/inus arcus qui radio sequatur, po-

natur == x erit

leu

371. Sit Series infuper cum geometrica conjun£ta, fcilicet

* = ^ Bz+ Cz' Dz' + Ez"" — F;6^ + &c. 3

crit

^/ - Bhcz ACcdz

BDdez
,

C£cA
. c,^

(ii a)(C— Z);i)' (C DzXD Ez)*

Ponatur nunc

I ;

A — € =
B — 7=
C — Dz;

unde fiet
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^ t-^-t- c &c.

372. Quo autcm hoc negonum generaliu$ abfolvamus, po-

naihus efTe

fietque , comparationc Inftltuta ,

L * AMz BLy ' ^ {AMz BLyXBNz CMy)
*

J BDN^deyz
.

(BNz— CMy)(COz DNy)' '

ftatuantur valores ^ , c , d , &c. , Tequenti modo

^ = L ; erit « =:
c = yfA/« BL> ; C = BLIy;>

d—BNz — CMy, y=ACM'yz
e = COz — DNji J'^ BDN'yz
f= DFz — EOyi e = CEO'yz

&c. &c.

&ndc Series propofita per fcquentem frafilioncm contlnuara

cxprimetur

373. Habeat denique Series propofita hnjufmodi formam

.v^— A_ Aj>y jBCy' ABCDy^
L LMz LMUz"- LMNOz^^

atque fequentes valores prodibunt

aq 3 a.
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^
• g B b cy . ^

C M c d y z

L Mz By (Mz By)(Nz Cy)*
- D N dey z

.

^ Oe fyz

(Nz CyXOz Dy)' ' (Oz Dy)i]^z Ey) '

&C.

,

ad valores ergo integros inveniendos fiat

h =: L s ; erit « = A z.

c = Mz. By, e = Bh)z
d= }f z — Cy ; y = CAfy z

e ==z Oz — Dy, ^= DNyz
f= Pz — Eyi e = EOyz

&c. &:c.

Unde valor Seriei propofitie ita exprimctur, ut fit

Az „ r
^ = —i- BLyz „

^'^^ Oz Dy+&.c..

Vel 5 ut lex progreffionis ftatim a principio fiat manifefta , erit

^^^Ay-^Lz^Ay+j^^CM^ ^^^^
^^—^y+Oz~Dy+&.c.

374. Hoc modo innumerabiles inveniri poterunt fra(5tiones

continuie in infinitum progrcdientes
, quarum valor verus exhi-

beri qiieat. Cum enim , ex fupra traditis , infinitJE Series , qua-

rum fumma; conflent , ad hoc negotium accommodari queant

,

unaqua:que transformari poterit in fi'adionem continuam , cu-

jusr adeo valor fiimmje illius Seriei eft a?qualis. Exempla ,

quse jam hie funt allata , fiifficiunt ad hunc ufum oftendendum

:

verumtamen optandum efict , ut methodus deregererur , cujus

beneficio , fi propolita fijerit fraitio continua qna^cunque , ejus

valor immediate inveniri poflet. Quanquam enim fiadio con-

tinua
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tinua tranfmutari poteft in Scriem infinitam, cujus fumma per ^^p-

methodos cognitas inveftigari qucat , tamen plcrumque iftse Se-

ries tantopere fiunt intricatje, nt earum fumma, etiamfi fit fatis

limplex , vix ac nc vix quidem obtineri poffit.

375. Qlio autem clarius perfpiciatur , dari ejufmodi fradio-

nes continuas , quarum valor aliunde facile aflignari queat ,

etiamfi ex Seriebus infinitis , in quas convertuntur , nihil ad-

modum colligere liceat, confideremus hcnc fradionem conti-

Quam

2 +
2 +

^ a + &c.

,

cujus omnes denominatorcs funt inter fc aequales ; fi enim hinc

modo fupra cxpofito , fradiones formemus

I O I _2_ V 12 29 o,. .

o ' I ' a ' 5 la 29 70

Hinc autem porro oritur ha?c Series

Xt=: O+ "Z h 4- OCC. J2 2. V f . 12 12. 2p 29, 70 '

vel, fi bini termim conjungantur , erit

2,2, 2
, oX = — 4- h T + &c.

,

I. ^ 29 29. 1 59
vcl

I 2

2 2. 12 12. 70

Quin etiam , cum fit

Sec. ,

JL —I 1— + &c.
4 2, 2. 5 2. 5. 12 2. 12. 29
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^-111 +- —+ —^ ' + &c.,
* 4 a. a. f 2. 5. 12 2. 12. 29

crit

1,1 I , r r -
X ^ 1- H &c.

,

4 I. 5 2. 12 5. 29 12. 70 '

quae Series etiamfi vehcmenter convergant , taraen vera carum

fumma ex earum forma coUigi nequit.

375. Pro hiijufmodi autem fradionibus continuis, m quibus

denominatores omnes vel funt a?quales , vcl iidetn revertun-

tiir i ita ut ea fradio , fi ab initio aliquot tcrminis truncetur y

toti adhuc fit sequalis , facilis habetur modus earum furamas ex-

plorandi. In exempio enim propofito , cum fit

X
2 +

24-
2+ &c.

,

ent X == r^—- , ideoque xx+ 2x= i & x-^r /= ^2 ; ita

ut valor hujus fradionis continuse fit = 2— i. Fradliones

vero ex firadione continua ante erurae , continuo propius ad

hunc valorem accedunt , idque tam cito , ut vix promptlor mo-
dus ad valorem hunc irrationalem per numeros rationales pro-

xime exprimendum , inveniri queat. Eft enim V 2— i tam

prope = ^ , ut error fit infenfibilis : namquc , radlcem ex-
29

70
trahendoj eric

^ z — I ==0, 41421356235,
atque

: o, 4142857H2S3
29

70

ita ut error tantum in partibus centeHmis millefimis confiftaf.

377. Quemadmodum ergo fradioncs continua; rommodiili-

mum fuppeditant modum ad valorem 2 appropinquandi , ita

indidem
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indidem facillima via aperitiir ad radices aliorum numerorum Cap.
proxime inveftigandas. Ponamus hunc in finem XV HI.

-iT? I

& XX+ ax =1 1 y unde fit ^= — ~ a-i-erit = --7 ^ , — .3 «.,v.^ —
V(i + = :^^ifl±ilzZf

. H^c ergo fradlio con-

tinua inferviet valori radicis quadratas ex numero aa -i- ^ in-

veniendo. Hincque adeo fubftituendo loco a fucceJffive nu-

meros i > 2 > 3 j 4 > &c. , reperientur ^5 j ^/2} 3 j Vs

»

\/29 i Vio i V53 > J perdudtis fcilicet his radicibus ad for-

mam fiHipliciflimam : erit ergo

I > I > I > I 5 I »

I

I

I
'

I

2
'

2

3
*

3

8
' &c.

*J 2 > 2 , 2 5 2 , 2

I

I 2

5
' 12'

12

29'
29

70
' &c.

3' 3 ' 3* 3 > 3 ' 3

"~~ >

I

I 3

10
'

10

33
'

33

109
'

109

360
' &c.

4> 4^ 4j 4> 4

1
'

I

4
'

4
17

'

17

72'
72

30s
'

&c.

3or

1292'
&c.

= y'2— I

V13—

3

2

= V' 1 2

notandum autem eo promptiorem efTe approximationem , quo
major fuerit nuoierus a: fic in ultimo exempio erit V5= 2

, ut error minor fit quam , ubi 547:? eft dcno-
1292' ^ 1292-5473

minator fequentis fradlionis
^ 5473

Euleri Indrodu^, m Anal, mjn.parv. R r 378. Hoc
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ncqueunt , nifi qui fine fumma duorum quadratofum. Ur igitur

hzc approximatio ad alios niimcros extcndatur, ponainus eflc

X
a 4~

b +
b-^- &c..

erit

T^^^-j-— i Ideoque /fvv-t-<?^xs=^r.

&

2 — 4 a 2 a

Unde jam omnium numerorum radices inveniri potcrunt.Sit,verbi

o^rh ^ L ^.^r\r^
— 14+^14-18 —7+3 v/7 .g atia, 2, b =. 7 \ erit x= , — — ;42

at valorem ipfius x proxime exhibcbunt fequentes fractiones

2
» 7 > 2 ' 7 ' ^5 7

I 7 li; 112 239
"

1 2 ' 15 ' 32 239 '510

Erit ergo proxime
— 7+3V7 _ 239 & ^ 22^4 ^

3, 54575 15; at revera eft v'7 = 2. 5457513 1 ; ita ut error mi-

nor fit quam —^
.

^ 10000000

37^. Progrediamur autem ulterius ponendo
1

X

b'\ 1

c
'

a -|- &C. y

erit

T
I

Ujode (<a^ + i);fA:-}-(^^(r4-^.— b x =^ b c -^^ I atque
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abc a-{-h c+\/( (abc + a + b + cY + 4. ) C A

^ — 2(ab+i ) 'XV

ubi quantitas poft fignum radicale pofita ireriim eft funnma duo-

rum quadratorum , neque ergo ha:c forma radicibus ex alii's

numeris extrahendis infervit, m'fi ad quos prima forma jam fuf-

fecerat. Simili modo fi quatuor litterse a, h, c, d, cominuo

repetitae denominatores fradtionis continuie conftituant , tum ea

plus non inferviet quam fecunda , quas duas tantum litteras con-

tinebat, & ita porro.

380. Cum igitur fradiones continua: tarn utiliter ad extra-

dionem radicis quadratae adhiberi queant, fimul infervicnt ajqua-

tionibus quadratis refolvendis ; quod quidera ex ipfo calculo eft

manifeftum , dum x per sequationem quadraticam affedam de-

terminatur. Poteft autem viciflim facile cujufque acquationis

quadratae radix per fradionem continuam hoc modo exprimi.

Sit propofita ifta xquatio

X X= ax -\' h ,

ex qua, cum (\tx=a+ — , fubftituatur in ultimo termino
X

loco X valor idem jam inventus, eritque

X= ^ H -J-
h

a -\ 5
X

fimili ergo modo procedendo, eritper fradionem continuam

infinitam

/ ^ LX= 4 H nr b 7

"""^
a + &c,,

qux autem, cum numeratorcs i> non fint unitates, non tarn

commode adhiberi poteft.

381. Ut autem ufus in arithmetica oftendatur , primumno-

tandum eft omncm fradionem ordinariam in fractionem con-

R r 2 tinuam
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, tinuam convert! poflfe. Sit enim propofita fradio x= ~
;B

in qua fit A> B dividatur A per 5 , fitque quotus = ^ &
rcfidunm d turn per hoc refiduum C dividatur pra?cedens di-

vifor B , prodeatque quotus h & rclinquatur refiduum D ,

per quod denuo pr^ecedens divifor C dividatur ; ficque hrc
operatio ,

quae vulgo ad maximum communem diviforem nu-

merorum A 8c B inveftigandura ufurpari folet , continuctur ,

donee ipfa finiatur ; fequcnti modo

C)B(^
D^Cjc

E)D( d

F &c.,

eritque per naturam divifionis

A^aB + C i unde -~ = 4 -f- -|- ;

B= hC + D-, JL^b+^

C=cD+E^ -f
= ^

c i_

B

D
h -f"

1

D
C

C

E I

E
D

D F
E

Bcc. &c. &c.

hinc, fcquentes valores in pr*ecedentlbus fubftituendo, erit

unde tandem x per meros quotes inventos a , e, d, 8cc.

,

rcqucntem in modum exprimetur, ut fit
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V= ^ 4. i I
Cap.

^ ^ ^ ^+ -4ir ^
T

XVIIL

+
EXEMPLUM I.

Sit propofita ifta fraftio , quae fequenti modo in fradlio-

ncm continuam tranfmutabitur , cujus omncs numcratores erunt

unitatcs. Inftituatur fcilicct cadem operatic , qua maximus com-
munis divifor numerorum 59 & 14^1 quasri folet.

59)14^1(24
118

28i

41
14)4^(3

43
3) 14C4

12

2

I )2(2
2

O
HInc ergo ex quotis fiet

ExemplumII.
Fraftiones quoque decimales eodem modo tranfmutari po-

terunt i fit enim propofita

, ^ 1414213?^
V2= I5 41421255= -'—!^—^5

unde hxc opcratio inftituatur

R r 3 100000000
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1

o •* o^-~ 1 *" Ju

T'7TC7'»QQ 4141 r 3 50 2

T yj ^ 1 ^ c >C^^

T /C7 1 OOyQO £

24:58^48 588745^ 2

505080 1 2195^4 2

418728 1 1 1 5o 2

&c. 20^354

Ex qua operatione jam patet omnes denominatorcs cfTe 2 , atqne

adeo elTe = i 4-
2 +

2 +
2 +

&c.

cujus expreflionis ratio jam ex fuperioribus patet.

EXEMPLUM III.

Imprimis vero etiam hie attentione dignus eft: numerus e , cu-

jus logarithmus eft = i , qui eft e= 257182818284595 unde

oritur
^

? = o, S)9^^o9i^.2i()^ , quce fradlio decimalis , fi

fuperiori modo trateur, dabit quotos fequentes

85PI40PI422P5 10000000000000 I

845I545I45224 859 1409 1422^5 6

13^8^399^071 14085P0857704 10

i3P3i2557Pi^ 13P8639P60710 14

551438155 P95o8p5pP4 18

550224488 9925886790 22

12 13667 25010204
&c.

fi ifte calculus exadiius adhuc, alTumto valore ipfius ^ ,ulterius

continuetur, turn prodibunt ifti quoti

I, 6, lOj 14, 18, 22, 25, 30, 345&C.,
qui, demto primo, progreftionem arithmeticam conftituunt, unde

patet fore e— i
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cujus fradionis ratio ex calculo infinitefimali dari potcfl:.

382. Cum igitur ex hujufmodi exprefifionibus fra6liones erui

queart, qux quam citifTime ad verum valorem cxprenfionis dc-

ducant , hxc methodus adhiberi potcrit ad fradtioncs decimalcs

per ordinarias fradiones , qu^e ad ipfas proxime accedanc , ex-

primendas. Quin etiam, fi fradio ftierit propofita cujus nu-

merator & denominator fint numeri valde magni , fradioncs ex

minoribus numeris conftantes inveniri poterunt qux , ctiamfi

propofitae non fint penitus a?qualcs , tamen ab ea quam minime

difcrepent. Hincquc problemaa Wallisio olim tradatum facile

refolvi poteft, quo qujernntur fradiones minoribus numeris ex-

preflae , quae tam prope cxhauriant Valorem Iradionis cujufpiam

in numeris majoribus propofita*
, quantum fieri poterit numeris

non majoribus. Fradiones autem noftra hac merhodo ortae tam

prope ad valorem fi-adionis continuse , ex qua eliciuntur , ac-

cedunt , ut nuWx numeris non majoribus conftantcs dentur quas

propius accedant.

EXEMPLUM I.

Exprimatur ratio diametri ad peripheriam numeris tam exi-

guis , ut accuratior exhiberi nequeat , nifi numeri majores ad-

hibeantur. Si fiadio decimalis cognita

3 , 1415^26^35 &c.,
^

modo expofito per divifionem continuam evolvatur, reperiens

tur fequentes quoti

ex quibus fequentes fi-adiones formabuntur

,

J_ J_ 22 333 3v5 10^993 9,.

o 17 105' 113 33102
'

fecunda fradio jam oftendit effe diametrum ad peripheriam utf:
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Lib. I. 1:5, neque certe numeris non majoribus accuratius dari po-

terit. Tcrtia fiactix) dat rationem Archmedeam 7 : 22, at

quinta MctUnam quar ad verum tarn prope acccdit, ut error

minor fit parte ^-

. Ceterum h^e fradiones alternatitn
* 113. 33102

vero funt majores minorefque.

EXEMPLUM II.

Exprimatur ratio diei ad annum folarem medium in numeris

minimis proxime. Cum annus iftc lit 355'' 3 5^^, 48', 55" ,

continebit in fradione annus unus x6) dies. Tantum

ergo opus eft ut h^ec fra(5lio evolvatur , qu^ dabit fequentcs

quotos

4> 7> i> ^5i> 1 y 2. 4
unde iftac eliciuntur fradiones

o 178 U ^3 i8r

14 29 33 227 2^0 747
Horee ergo cum minutis primis & fecundis, qu^e fupra 355
dies adfunt ,

quatuor annis unum diem circiter faciunt , unde

calendarium ]uliamm originem haber. Exadius autem 3 3 an-

nis 8 dies implentur, vel 747 annis i8i dies i unde fequitur

quadringenris annis abundare 97 dies. Quare , cum hoc inter-

vallo calendarium //^///««//?« inferat 100 dies, Gregorianm qua-

ternis feculis tres annos biffextilcs in communes convertit.

FINIS T O M I P R I M 1.
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